GAUSSOVA VETA

Polynom nazyvame primitivni, pokud neni délitelny zadnym neinvertibilnim kon-
stantnim polynomem. Ekvivalentné (pro gaussovské obory), je-li NSD jeho koefi-
cienti 1. Uvazujme néjaky obor integrity R a jeho podilové téleso Q. Délitelnost
v oborech R[z] a Q[z] se pro primitivni polynomy chova velmi podobné.

Tvrzeni 1. Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f, g primitivni poly-
nomy z Rz]. Pak
(1) f1g vR[z] pravé tehdy, kdyz f | g v Q[z];
(2) f je ireducibilni v Rx] prdvé tehdy, kdyz f je ireducibilni v Q[z];
(3) NSDgyy(f,9) existuje a je roven primitivnimu polynomu h € R[x] spliiugi-
cimu h = NSDq.(f, 9)-

Takovy polynom h v ¢asti (3) jisté existuje: staci vzit libovolny NSD(f, g) v Qlx]
a piendsobit ho prvkem ¢ = ¢ € @, kde a je NSN jmenovateli vsech koeficientt, a
b je NSD vsSech c¢itateli koeficienti.

Je zfejmé, ze pokud f | g a g je primitivni, pak je i f primitivni. Klicovym
krokem k diikazu uvedeného tvrzeni je fakt, ze plati také opacné tvrzeni: soucin fg
je primitivni pravé tehdy, kdyz jsou oba polynomy f, g primitivni.

Lemma 2 (Gaussovo lemma). Bud R gaussovsky obor a f, g primitivni polynomy
z R[z]. Pak fg je primitivni polynom.

Diikaz. Oznatme f = > I ja;z’ a g = > bz’ a piedpokladejme, Ze fg neni
primitivni polynom. Tedy existuje ireducibilni prvek u € R, ktery déli soucin fg, tj.
vSechny koeficienty tohoto sou¢inu. Zvolme nejmensi j takové, Ze u { a;, a nejmensi
k takové, ze u 1 by (protoze jsou polynomy f, g primitivni, v nemtze délit vSechny
jejich koeficienty). Podivejme se na (j + k)-ty koeficient polynomu fg:

Cit+k = aoka 4+ ...+ aj,lb;Hl + ajbk + aijk,l + ...+ aj+kb0.
ProtoZe u | a; pro vSechna i < j, mame
u | aobj+k + ...+ aj,lkarl.
Protoze u | b; pro vSechna i < k, mame
U | aj+1bk,1 +...+ aj+kb0.

Tedy u déli vSechny cleny kromé a;b,. Ten naopak u délitelny neni, protoze u je
ireducibilni a nedéli ani a;, ani by. Dostavame, Ze u{ ¢;yk, SPOr. ([l
Diikaz Tvrzent 1. (1) Pokud Ze f | g v R[], tj. Ze existuje h € R[z] C Q] splitujici
g = fh, pak tato rovnost platiiv Q[z]. Opac¢na implikace je téz5i. Pfedpoklddejme,
7e f | g v Qlz], tj. Ze existuje h € Q[x] spliiujici g = fh. Zvolme ¢ € @ tak,
aby ¢h byl primitivni polynom z R[z]|. Pak qg = f - ¢h, na pravé strané je soucin
primitivnich polynomi z R[z], takze podle Gaussova lemmatu je gg také primitivni
polynom z R[z]. Ozna¢me q = § € Q. Plati ag = b(qg), pfitom oba polynomy g, qg
jsou primitivni, takze z a | b(qg) plyne a | b, a z b | ag plyne b | a. Tedy a || b a
1|l ¢ € R a dostavdme h € R[z].

(2) Dokézeme nésledujici ekvivalentni tvrzeni: f m4 vlastniho délitele v R[z]
pravé tehdy, kdyz ma vlastniho délitele v Q[z]. (=) ProtoZe je f primitivni, jaky-
koliv vlastni délitel je primitivni a mé stupen aspon 1. Tedy jde zaroven o vlastniho
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délitele v Q[z]. (<) Necht g je vlastni délitel f v Q[z]. Pak existuje ¢ € @ takové,
Ze qg je primitivni polynom z R[z]. Pfitom qg | f v Q[z], tedy podle (1) je qg
vlastni délitel f v R[z].

(3) Polynom h déli f,g v Q[z] a je primitivni, tedy podle (1) déli f,¢g i v R[x
takZe je to spoleény délitel. Kdykoliv mame jiny spoleény délitel d | f,g v R[z],
pak je jisté primitivni, podle (1) d | f,g v Q[x], tedy d | h v Q[z], a opét podle (1)
d|hivR[z]. O

I,
]

Z Tvrzeni 1 Ize snadno odvodit podobné tvrzeni pro obecné polynomy, ne nutné
primitivni. Bud f = )" a;z’ polynom z R|z]. Definujeme

c(f) =NSD(ag,...,a,) a  pp(f) = f/c(f)

Polynom pp(f) je o¢ividné primitivni a nazyvé se primitivni ¢dsti polynomu f.

Véta 3. Bud R gaussouvsky obor, Q jeho podilové téleso a f,g polynomy z Rlz].
Pak
(1) f je ireducibilni v Rx] prdvé tehdy, kdyz
e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo
e deg f >0, f je primitivni a ireducibilni v Q[x].
(2) PakNSDgy,(f,g) existuje a je roven soucinu c-h, kde c = NSDgr(c(f),c(g))
a h je primitivnd polynom z Rx| spliujici h = NSDq, (pp(f), pP(9))-

Dikaz. (1) Pokud neni f primitivni, pak se rozklddd na soucin neinvertibilniho
konstantniho polynomu a primitivniho polynomu. Jinak je bud konstantni (prvni
polozka), nebo primitivni (druhé polozka).

(2)Ozna¢me pravou stranu r. Protoze NSDg (c(f),c(g)) déli c(f) i c(g), a zérovent
NSDry.(pp(f), pp(9)) déli pp(f) i pp(g), tak jejich soucin r déli oba polynomy f, g,
¢ili 7 je spoleény délitel. Dokazeme, Ze je to nejvétsi spoleény délitel: pokud néjaky
h déli f i g, pak c(h) déli c(f) i c(g), tedy c(h) | NSDgr(c(f),c(g)); analogicky
pp(h) | NSDry)(pp(f), pp(g9)) a dostavame h | 7. 0
Piiklady.

e Polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[z], ale neni ireducibilni v Z[z], protoze
nen{ primitivni: rozklada se jako 2 - (z — 1).
e Polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoZze je invertibilni, ale je ireducibilni
v Z[z].
Priklad. Uvazujme obor Z[z] a polynomy
f=4z%+ 8z +4, g = —62%+6.
Pak ¢ = NSDz(4,-6) = 2, h = NSDgj,)(z? + 2z + 1,22 = 1) = = + 1, a tedy
NSDz, (422 + 8z + 4, —622 + 6) = 2(x + 1).
Véta 3 nejen zarucuje existenci NSD v R[z], ale také dava ndvod, jak je spocitat.

Napt. vypocet NSD v Z[z] se redukuje na dva vypocty NSD, jeden v Z a druhy v
Ql[z]. Oba lze provést pomoci Eukleidova algoritmu.

Véta 4 (Gaussova). Je-li R gaussovsky obor, pak je R[x] také gaussovsky obor.

Dikaz. Pouzijeme vétu charakterizujici gaussovské obory pomoci existence NSD.
NSD v R[x] existuji podle Véty 3. A je-li f1, fo, f5,... posloupnost vlastnich dé-
litelt, pak deg f; > degfo > degfs > --- > 0, a tedy existuje n takové, ze



deg f, = deg fh11 = ... Oznacime-li a; vedouci koeficient polynomu f;, pak
Qn,Qp+1, - - - je posloupnost vlastnich déliteld v R, spor. (Il

Z Gaussovy véty ihned plyne, Ze také obory vice proménnych nad gaussov-
skym oborem jsou gaussovské: pouzije se indukce podle po¢tu proménnych a vztah
Rlz1,...,zn) = Rlz1, ..., 2n1])[xn].



