1. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy stupné nejvyse ctyii v Zs[z].

Reseni. Nejprve poznamenejme, 7e pokud je f ireducibilni v Zs[z], tak
je ireducibilni i 2, nebot dvojka je v Z3[x] invertibilni. Sta¢i proto najit
vSechny monické ireducibilni polynomy do stupné ¢tyfi a konstatovat,
ze dvojnéasobek kazdého z nich je také ireducibilni. Dale postupujeme
podle stupné.

stupen 0:
VSechny nenulové prvky Zs jsou invertibilni, tedy zadny neni ire-
ducibilni.

stupen 1:
Vsechny jsou ireducibilni: z, z + 1, = + 2.

stupen 2:

Pokud polynom f stupné dva neni ireducibilni, znamena to, ze se
rozklada na dva polynomy stupné jedna, tj. f(z) = (x+a)(z+b),
kde a,b € Z3 a —a, —b jsou koreny. Jinymi slovy, polynom stupné
dva je ireducibilni, pravé kdyz nema koren:

2+ 1, 22+ 2041, 2% + 22 42

stupen 3:
Stejné jako u polynomt stupné dva plati, Ze polynom stupné tii
je ireducibilni, pravé kdyz nema koren:

23422°+1, 222 +a+1, 3 422+1, 23+ +22+1, 23 +2242,

P4t r+2, 2 +20+2, 2+ 227+ 20+ 2

stupen 4:
Polynomy stupné ¢tyfti jsou ireducibilni, pravé kdyz nemaji kofen
nebo nejsou soucinem dvou ireducibilnich polynomi stupné dva.

23 v+l P a4, 2+t 4+ 1, 2t 42,

st 20 42, 2t 20 P o+ 2, 2t 2t 4 20+ 1,

rr2? 42+, ot 20t a? 2+, at 2042, 2ttt 42242,

et 420242042, 2t P+t +1, 2203+ a? 41, 2t 2342,
2t 422342, 2t 4+ 22 42, 2t 4+ 222 42

2. Pro které hodnoty a € Zs je polynom z3 + ax + 1 ireducibilni v Zs[z]?
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Reseni. Stejné jako v predchozim piikladu vidime, Ze polynom stupné
tii je v Zs[z] ireducibilni, pravé kdyz nemé kofen v Zs. Parametr a
muze nabyvat péti riznych hodnot, provedeme rozbor pripadii:

e a =0: 23 + 1 m4 kofen —1, tedy neni ireducibilni

e a=1: 23+ x + 1 nem4 kofen v Zs, tedy je ireducibilni

e a=2: 23+ 22 + 1 neméa kofen v Zs, tedy je ireducibilni

e a = —2: 2% — 2r + 1 m4 kofen 1, tedy neni ireducibilni

e a=—1: 22 — 2+ 1 m4 kofen —2, tedy neni ireducibilni
Polynom 23 + ax + 1 je ireducibilni v Zs[z], pravé kdyz a € {1, 2}.

. Rozlozte polynom 3z® + 81 na soucin ireducibilnich prvki v Z[z].

Reseni. Po vytknuti trojky dostaneme polynom z* +27. Viimneme si,
ze tento polynom ma kofen —3 a po vydéleni x + 3 dostaneme rozklad:

3(z+3)(2* =32 +9)
Vsechny prvky tohoto rozkladu jsou ireducibilni, nebot
e 3 neni invertibilni v Z[z], tedy je to ireducibilni prvek
e 1 + 3 ziejmé nejde dale rozkladat
e 22 — 3z + 9 nemé v Z kofen, tedy je ireducibilni
. Spoctéte (2 —z)~" v Q[[z]].

ReSeni. Oznacme (2 —z)~" = 3.2 a;a’. Chceme, aby platilo

o
1= (2—93)-2&,;#
i=0
o o
= Z 2a;xt — Z a;xt
i=0 i=0

= 2CLO + Z (2@1 - ai_l) I‘i

i=1
To ndm déva soustavu rovnic
2&0 =1

2(1,2' — Qj—1 = 0

pro viechna i = 1,2,... ReSenim je a; = (3)™' pro vSechna i =

0,1,..., odpovédi tedy je Fada > ;- (%)Hl b
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