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1. Najdéte posledni dvé cifry disla 9()192011201

2008
ReSeni. Posledni dvé cifry ¢isla 2012%, kde k = 20112020%°°° " qosta-
neme jako feSeni rovnice

2012% = 12F = 2 mod 100

Protoze NSD(100,2012) = 4 # 1, nemiZzeme pouzit Eulerovu vétu
primo. Mtizeme ale polozit = 4y a po vydéleni 4 dostaneme néasledu-
jici kongruenci:

4F=1 3k = 4 mod 25

Poc¢itame tedy dvé kongruence: 4*~! mod 25 a 3% mod 25.

e NSD(4,25) = NSD(3,25) = 1 a tedy mtZeme pouzit Eulerovu
vétu. Plati p(25) = 20 a tedy 4*° = 1 mod 25 a 3*° = 1 mod 25.
2008
Potiebujeme tedy vypoditat 201120007 04 20.

e Protoze NSD(20,2011) = 1, mtizeme opét vyuzit Eulerovu vétu:
2011920 = 20118 = 1 mod 20. Pocitame tedy 20102°9°™ mod 8.
Vzhledem k tomu, Ze 22010, tak jisté 2320103, tedy 20102009*" =
0 mod 8 a muzeme dosadit do ptivodni kongruence.

e Nejprve vypocteme 4% mod 25
201020097008 201020097008 201020097098 s 0
42011 = 42011 mod 20 = 42011 = 42011 — 4 m0d25

4" =4 mod 25 = 41 =1mod 25
e Daile

201020097908 201020092908 20102009%°%% g 0
32011 = 32011 mod 20 __ 32011 = 32011 — 3 m0d25

Po vynasobeni dostaneme:
4F1. 3% =13 =3 mod 25
a po vynasobeni 4 dostaneme
12% = 12 mod 100

Posledni dvé &islice ¢isla 2012% jsou tedy 12.

2. Najd&te vSechna n € N, pro ktera plati 13 | 4(n? + 1).



ReSeni. Reseni je ekvivalentni feSeni rovnice
4(n* 4+ 1) = 0 mod 13
Protoze NSD(4,13) = 1, mtzeme vydélit 4 a dostaneme

n®>+1=0mod13
n?+1= 26 mod 13
n? —25=0mod 13
(n—>5)(n+5)=0mod13

Tedy mnozina ¢isel splnujicich danou podminku je rovna

{5+ 13k, 8+ 13k : k € No}

. Dokazte, Ze pro kazdé a € Z a dvé ruzna prvocisla p, ¢ plati

pq | aPt? — Pt — qatt o glt!
Reseni. Nejprve vyraz upravime do nasledujici podoby:
aPtl — Pt — gt 4 oM = aP(a? — a) — a(a? — a) = (a? — a)(a? — a)

Protoze p, q jsou rtizna prvocisla, jsou jisté€ nesoudélnéd a pro Ve tedy
plati
pale ©pleAqlc

Staci tedy, kdyz ovéiime, Ze p | a(a?~! — 1) (pro q bychom ovéfili ana-
logicky). Pokud p|a, jsme hotovi. V opa¢ném ptipadé, podle Malé Fer-
matovy véty plati a?! = 1mod p a tedy p| (a?~! —1).

. Dokazte, Ze je-li p prvocislo razné od 2, potom
p|1P+2P 43 +. ..+ (p—1)

Reseni. Pro Va € {1, 2,..., p— 1} jisté plati NSD(a,p) = 1, tedy
podle Malé Fermatovy véty plati

a?'=1modpVaec{l, 2,....,p—1}

Tedy plati

174243+, . +(p—1)P = 14+243+.. .+(p—1) = p-

Predpokladame, Ze p je liché prvocislo, tedy skutecné 7%1 e N.
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5. Najdéte vSechna n € N takova, Ze p(n) = 18.

Reseni. Nejprve si vSimneme, ze plati nasledujici pozorovani: Pokud
NSD(2,n) = 1, potom ¢(2n) = ¢(2) - p(n) = 1-¢(n). Tedy pokud
najdeme n liché takové, ze p(n) = 18, potom i ¢(2n) = 18.

Pokud bychom uvazovali ¢isla n délitelnd 4 (vyssi mocnina 2 nemtize
délit n, protoze 4 nedéli 18), zbyde ndm v rozkladu 9, coz nedd zadny
rozklad ve tvaru ”‘vhodném”’ pro ¢(n). Podle pfedchoziho pozorovani
miizeme uvazovat pouze licha n, a tedy ignorovat 1 v prvociselném
rozkladu. Dale postupujeme rozborem moznosti.

29

18=2-3-3

©(p) = p — 1, tedy urcité p(19) = 18 a tedy i ¢(38) = 18
o 18=2-3-3=2-3%= (3%, tedy i p(2-3°) = 18

pro 18 = 3 - 6 nenajdeme zadné vhodné n

pro 18 = 2 -9 nenajdeme zadné vhodné n
Tim jsme vycerpali vSechny moznosti, fesenim je tedy mnozina

{18, 39, 27, 54}



