MODULY NAD KOMUTATIVNIMI OKRUHY"

Nahradime-li v definici vektorového prostoru téleso za obecny okruh, dostaneme struk-
tury zvané moduly. Aplikace teorie moduld sahaji od celociselné linearni algebry (moduly
nad okruhem Z) aZ po linearni reprezentace grup.

Definice. Modulem nad komutativnim okruhem R = (R, +®,—R R () nebo krétce
R-modulem, rozumime algebraickou strukturu M = (M, +, —.,0,(r-) : r € R) spliujici
nasledujici podminky:

(1) (M,+,—,0) je abelovska grupa;

(2) pro kazdé r,s € R a m, my, ms € M plati

re(midme)=r-my+romy, (rARs)-m=r-mt+s-m, (rTs)-m=r-(s-m).

(Abychom odlisili séiténi a nasobeni v okruhu od séitani a skalarniho nasobeni v modulu,
dopliujeme okruhové operace indexy.)

Priklad. Kazdou abelovskou grupu lze povazovat za Z-modul, skalarni nasobeni je defi-
novinon-a=a-+ ...+ a, resp. —a—a — ... — a.

Life hack pro predndsku z komutativni algebry: Vétsinu zakladnich tvrzeni o modulech
stac¢i pochopit pro abelovské grupy, pro ostatni okruhy (pfinejmensim pro obory hlavnich
idealit) to bude nejspis fungovat podobné.

Priklad. Vektorové prostory nad télesem T lze povazovat za moduly na riznymi okruhy.
Kazdy z téchto pohledd méa své vyhody.

e Vektorovy prostor nad T je presné totéz jako T-modul.

e Uvazujme vektorovy prostor T™ a nxn matici A. Prostor T" lze povazovat také za
T[z]-modul, pfi¢mz skalarni ndsobeni polynomem f se interpretuje jako nasobeni
vektoru matici f(A).

e Vektorovy prostor T" lze povaZzovat také za M, (T)-modul, kde M,,(T) je okruh
matic, skalarni souc¢in matice krat vektor se definuje jako maticové nasobeni. Tento
okruh ale neni komutativni, timto prikladem se nebudeme zabyvat.

Pozor: Zakladni aritmetika v modulech je stejna jako ve vektorovych prostorech (line-
arni kombinace, podmoduly vs. podprostory), ale naprosta vétsina netrividlnich vysledki
linearni algebry v obecnych modulech neprojde, problém nastava uz kolem pojmu baze
podprostoru.

Priklad. Libovolny komutativni okruh R lze povazovat za modul nad R vzhledem ke
skalarnimu nasobeni r - m = r -g m pro vSechna r,m € R.

Definice. Podstruktury modulu se nazyvaji podmoduly. Tedy podmnozina K C M tvori
podmodul modulu M, pokud 0 € K a —a€ K,a+be K ar-ae€ K pro kazdé a,b € K
ar € R. Znatime K < M.

Piiklad. Podmoduly abelovskych grup (jakozto Z-modullt) jsou totéz co podgrupy. Pod-
moduly vektorovych prostorii nad télesem (jakozto T-modull) jsou totéz co podprostory.
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Piiklad. Podmoduly T[z]-modulii jsou totéz co podprostory invariantni viéi akci dané
skalarnim nasobenim prvkem z. Konkrétné, je-li nasobeni dané matici A, jde o podpro-
story W takové, ze Aw € W pro kazdé w € W.

Priklad. Podmoduly okruhu R povazovaného za R-modul jsou totéz co idealy.
Piimocate se adaptuje také pojem homomorfismu a faktormodulu.

Definice. Zobrazeni ¢ : M — N je homomorfismem modulit M — N, pokud pro kazdé
a,be M ar e R plati

pla+b)=gpla) +¢b) a ¢(r-a)=r-¢a)
Jadro homomorfismu se definujeme jako Ker(¢) = {a € M : ¢(a) = 0} a opét je snadné
dokazat, ze tvoii podmodul M a ze homomorfismus je prosty pravé tehdy, kdyz je jeho
jadro trividlni (analogie tvrzeni z linedrni algebry).

Faktormoduly se konstruuji pomoci podmoduli, tj. ¢im je v grupach norméalni pod-
grupa a v okruzich idedl, tim je v modulech podmodul.

Definice. Je-li K podmodulem R-modulu M, definujeme faktormodul M/K pomoci
relace
a~b & a—-beK.

Tj. prvky jsou bloky této ekvivalence, [a] + [b] = [a + b], 7 - [a] = [r - a] atd. Sami si
dokazte, ze jde o kongruenci, tj. Ze jsou modulové operace na tridach ekvivalence dobte
definovany, a Ze vysledné struktura je R-modul (je to stejny princip jako v pfipadé grup
¢i okruhi).

Analogickym zptusobem se dokaze také véta o homomorfismu a véty o izomorfismu.

Konkrétné:

Véta 0.1 (véta o homomorfismu). Bud ¢ : M — N homomorfismus R-moduli.
(1) Je-li K < Ker(yp) podmodul M, pak je zobrazeni
v :M/K — N, [a] = ¢(a)
dobre definované a je to grupovy homomorfismus.

(2) (1. véta o izomorfismu) M /Ker(p) ~ Im(p).

Tvrzeni 0.2 (2. véta o izomorfismu). Bud M modul a N jeho podmodul.
(1) Je-li K <N <M, pak je N/K podmodulem modulu M/K.
(2) Je-li L podmodul modulu M/N, pak ezxistuje podmodul K < M takovy, Ze L =
K/N.
(3) Pro K <N <M plati

(M/K)/(N/K) ~ M/N.



Poznamka pro zvidavé. Jednim ze zékladnich a velmi uzitecnych vysledki teorie mo-
dultt je klasifikace kone¢né generovanych moduli nad obory hlavnich idedlt (mozn4 znéte
klasifikaci kone¢nych abelovskych grup, to je specidlni ptipad). Kdysi se to na komuta-
tivnich okruzich ucilo, ale nedalo se to poradné stihat, tak uz se to neuci.

Ideal I se nazyva primdrni, pokud ab € I implikuje a* € I nebo b* € I pro néjaké
ke N.

Véta 0.3 (klasifikace kone¢né generovanych moduli nad obory hlavnich idedld). Bud R
obor hlavnich idedli a M konecné generovany R-modul. Pak existuji m,n > 0 a vlastni
primdrnt idealy v R, . .., u,, R takove, Ze

M~R"xR/uiR x --- x R/un,R.
Cisla m,n jsou urcena jednoznacné a idedly iR, ..., unR jednoznacné aZ na poradi.

Priklad. Podivame se, co tika Véta 0.3 pro riazné obory R.

e R = T téleso: pro vektorové prostory dostaneme znamy fakt, ze kazdy konec¢né
generovany vektorovy prostor nad télesem T je izomorfni T" pro né&jaké n (télesa
zadné vlastni idealy nemaji, tedy m = 0).

e R = 7: pro abelovské grupy dostaneme rozklad Z x Zp'fl X L jin nebot primarni
ideély jsou pravé idealy p*Z, kde p je prvodislo.

e R = T[z]: pro vektorové prostory s akci danou matici A dostaneme, s trochou
prace, vétu o Jordanové normdlni formé pro matici A.



