Reseni cviceni 8, 5.1.2020

Diilezité tulohy:
1. Ireducibilni prvky:
a) Pokud mé prvek o € Ok normu p, coz je prvocislo v Z, pak je « ireducibilni v
Ok.
b) Najdi n&jaky ireducibilni prvek v Z[y/—14] s prvoéiselnou normou.
c¢) Dokaz, 7e 3 a 1 + v/—14 jsou ireducibilni.
d) Dokaz, ze 3 -3 -3 -3 = (5 + 2¢/—14)(5 — 2¢/—14) jsou dva rizné ireducibilni
rozklady.
Reseni: a) a = By implikuje Na = (NB)(Nv), netrivialita rozkladu: 3 || 1 prave
tehdy, kdyz Ng = 1.
b) tieba 3 + v/—14, norma 23.
¢) kdyby 3 = a8 netrividlni rozklad, pak Na = N = 3, ale takovy prvek neexis-
tuje.
d) 3 je ireducibilni dle c), ¢ = 542+/—14 je ireducibilni, protoze ma normu 81, takze

rozklad by musel obsahovat prvek normy 3 nebo 9, ale prvek normy 3 neexistuje a
prvky normy 9 jsou pouze dva, a to £3 a ani jeden z nich & nedéli.

2. Hlavni idealy:
a) Dokaz, 7e (17 + 2¢/—14,20 + v/—14) = (3 — v/—14) je hlavn{ idedl v Z[/—14].
b) Dokaz, Ze (2,+/—14) nen{ hlavnf{ ideal v Z[v/—14].
c¢) Dokaz, ze (24 +/—14,7+2y/—14) = (3,1 — /—14) a ze jde o vlastni idedl, ktery
neni hlavni.
Ndvod: Pokud chceme dokazat («, ) = (), musime dokdzat (C) «, 8 € (), tj.
v a, B, adile (2) v € (a, B).
Pokud chceme urcit, zda je dany ideal I hlavni, hledame prvek normy NI, ktery
tento idedl generuje. Pokud totiz I = («), pak NI = Na. Pokud prvek takové normy
neexistuje, I nemuze byt hlavni. V opacném pripadé zkousime vsechny takové prvky.
Vlastni idedly se poznaji tak, ze maji normu # 1.
Reeni: a) (D) 3 — /=14 = —(17 + 2/—14) 4 (20 + v/—14). (C) Napiseme 20 +
V=14 = (3 —v/—14)(a + by/—14) = (3a + 14b) + (—a + 3b)y/—14. Mame soustavu
dvou rovnic, kterd ma celoéiselné feseni a = 2,b = 1, takze 20++/—14 € (3—+/—14).
Ten druhy generator pak vyjadiime pomoci vztahu z (D).
b) Norma je podle vzorce NSD(N2, N/=14, Tr(—2y/—14)) = NSD(4,14,0) = 2,
ale prvek normy 2 neexistuje.
c¢) Rovnost dokazte dle navodu. Norma vyjde NSD(N3, N(1 — /—14),Tr(3 +
V—14)) = NSD(9,15,6) = 3 a takovy prvek neexistuje.

3. Nésobeni idealu a rozklady:
a) Dokaz (54 /—14,2 + /—14)(4 + /—14,2 — \/—14) = (6,3/—14).
b) Bud I = (3,14 v/—14) a J = (5,1 + y/—14). Spoctéte normy téchto idedlt
a dokaz, ze (15) = IJI'J'. Vyuzij toho k nalezeni dvou ruznych ireducibilnich
rozkladu 15.




Reseni: a) Obecné (o, B8)(7,6) = (ay, ad, B, 36). Rozndsobte pro tyto konkrétni
¢isla a déle dokazte rovnost dvou idealu jako v tloze 2.

b) Podle vzorce nahote vyjdou normy 3 a 5, ¢ili jde o prvoidedly — to je stejny prin-
cip jako la), kdyby I = JL, pak NI = (NJ)(NL), ¢ili NJ =1 nebo NL = 1, cili
J = Ok nebo L = Og. Déle N(15) = 3? - 5%, takZe rozklad bude na prvoidedly no-
rem 3,5 — normu 15 prvoidedl mit nemuze, viz véta, ze prvoidealy maji normu p, p%;
ta samd véta také ifkd, Ze norma p? je moznd pravé tehdy, kdyz je (p) prvoidedl,
coz pro 3 ani 5 neni. Takze (15) = SPQR, kde NS = NP =3, NQ = NR = 5.
Které idedly normy 3,5 to splnuji? Obecné je tieba zkouset, ale zde nikoliv, protoze

vime, ze II' = (NI) = (3), JJ = (NJ) = (5), a tedy (15) = (3)(5) = IT'J.J".



