Cviceni 7, 14.12.2020

1V korespondence
Bud K téleso.

1.

. Proidedl I v Kl[xy,...,x,] dokaz v/I C I(V(I)).

Rozhodni, které z néasledujicich mnozin jsou algebraické:

a) {(t,t*,83) e R?: t € R},

b) {(cost,sint) € R*: t € R},

¢) Z (jako podmnozina R'),

d) * Z* (jako podmnozina R?),

e) * {(t,sint) e R*: t € R}.

Redeni: a) ano, = V(y—x2%,z—2%), b) ano, = V(22 +42>—1), ¢) ne, V(F) je konetna
nebo celé R, de) plyne z 2., uvazujte y = 0.

. Bud X algebraickd podmnozina K™ a v € K. DokaZte, Ze mnozina

Y ={(a1,...,an-1): (a1,...,an_1,u) € X}

je algebraickd v K™~1. Nyni by vdm mélo fesenf tiloh 1de) pripadat snadné.
Ndvod: Pokud X = V(F), pak Y = V({f(z1,...,2n_1,u) : f € F}).

Resent: f € /I = 3In f* €I = In f*(a) =0proviechnaa € V(I) = f(a)=0
pro viechna a € V(I) = fe I(V(I).

. Pokud K neni algebraicky uzaviené, pak Hilbertova véta o nuldch neplati (tedy

vety 3.15b), 3.16).

Resent: K =R, I = (22 +1) ... je to maximéln{ ideal v R[z], nenf tvaru (z — a),
I(V(D) = I(0) = R[z] # V1. Ve vyssi dimenzi uvazujte idedl (22 +y? + ... + 1),
respektive maximélni idedl, ktery jej rozsituje.

Uvazujte pifmku X = V(z,y) v K3, uvazujte K nekonecné. Popiste ideal I(X).
Ndvod: f € I(X) = f(0,0,u) = 0 pro vSechna u € K = f(0,0,u) je nulovy
polynom = v8echny ¢leny f obsahuji z nebo y = f € (z,y). Opaéna inkluze je
ziejma, ¢ili I(X) = (z,y).

Ireducibilni rozklady algebraickych mnozin

1.

Dokaz, ze ptimka V (z,y) je ireducibilni v K3, pro libovolné nekonecné téleso K.
Ndvod: Bud V(x,y) = AU B netrividln{ rozklad, pak K = A’U B’, kde A’ = {u :
(0,0,u) € A} a B' ={u:(0,0,u) € B (uvazuj polynomy, kde dosadim = =y = 0).
Ale K je nerozlozitelnd v K, protoze algebraické mnoziny v dimenzi 1 maji jen
kone¢né mnoho prvku, s vyjimkou celého K.

Dokaz, ze vSechny piimky v K™ jsou ireducibilni, pro libovolné nekonecné téleso K.

Ndvod: Provedeme pro n = 3, myslanka je stejna v libovolné dimenzi. Uvazuj roz-
klad ptimky X =V (f,g) = AU B. Vezmi afinni zménu soufadnic (tj. transformaci
¥ =ar+by+cz+d,y =.. 2 =..) takovou, ze f' =z a ¢ =y (staci vhodna
rotace a posunuti). Stejnym zpusobem transformujte polynomy urcujici mnoziny
A, B. Dostaneme netrivialni rozklad X' = V(x,y) = A" U B’, spor s 1.



3. Dokaz, ze parabola V (y — z?) C C? je ireducibilni.
Ndvod: Uvazuj libovolny f ireducibilni v Clx,y], napi. y — 2% (dokazte!). Pak (f)
je prvoidedl (dokazte!), ¢ili radikalovy idedl, a tedy I(V(f)) = /(f) = (f) je
prvoidedl, tedy V(f) je ireducibilni dle Tvrzeni 3.18.

4. Uréi mnozinu V(y* — 22, y* — 22y? + zy? — 2%) C C? a rozloz ji na ireducibilni
komponenty.
Resent: Rozloz dané polynomy: f =yt =2 = —2)(y’ +a), 9=y — 2%’ +
vy’ —at = (y—2)(y+2)(y* +2). Cli V(f,9) =V —2,9) UV(y* + 7, 9).
Prvnf ¢dst rozkladu lze dédle rozlozit jako V (y? —x,y —x) UV (y? —x,y +2) UV (y* —
z,y*+x) a tyhle soustavy je snadné vyfesit, feSenim je mnozina {(0, 0), (1,1), (1, —=1)}.
Druhou éast rozkladu Ize déle rozlozit jako V (y2+x, y—z)UV (y? +z, y+2) UV (y*+
z,y* + ), prvni dvé soustavy je snadné vyiesit a vidime, Ze tvoif podmnozinu té
tteti, coz je parabola V (y* + z), kterd je ireducibiln{ dle 3.
Slozime vse dohromady a vidime, Ze ireducibilni rozklad je V(y* + z) U {(0,0)} U
{(1,DH}u{(1,-1)} (jednobodovky jsou ireducibilni).

5. Rozloz V(2% +y* — 1,2 — 22 — 1) C C? na ireducibilni komponenty.
Ndvod: Polynomy odectéte, vysledek rozlozte a najdéte rozklad.

6. Dokaz, ze f = y* + 2*(x — 1) € R[z,y] je ireducibilni polynom, ale mnozina
V(f) C R? je reducibilni.



