Cviceni 6, 7.12.2020 - navody a TeSeni

Priklady oznacené (!) jsou zdsadni a nutné musite pochopit feseni. Kazdé sadé vénujeme
45 minut.

Radikaly

1.

(1) V oboru Z uréi 1/(125), 1/(666), \/(I[; p;') pro po dvou riuzna prvocisla p;.
Resend: Je toidedl ([, pi). Staci vzit max(ry, ..., 7,)-tou mocninu prvku délitelného
timto ¢islem a padne do idedlu ([ [, p}*).

2. (!) Urci nilradikal a Jacobsonuv radikédl okruhu Z/(100). Myslim, Ze je uzitec¢né si

nakreslit usporddanou mnozinu vsech ideédlu a podivat se, jak to je s témi pruniky.
Pro kterd n je (Z/(n))/J(Z/(n)) téleso?
Resend: Prave tehdy, kdyz n je mocnina prvoéisla. Maximéln{ idedly a prvoideély
jsou totéz, a jsou to pravé idedly (a), kde a | n (ztotoznujeme n a nulu), jak je
vidét z 2. véty o izomorfismu. Prunik maximélnich idedlu je tedy idedl (p; - - - py),
kde n =[], p;". Téleso vyjde pravé tehdy, kdyz to je maximaélni idedl, tedy kdyz je
generovany prvocislem, tedy praveé tehdy kdyz n je mocnina prvocisla.

3. (1) Urci nilradikél a Jacobsonuv radikél oboru C[z].

Ndvod: Uvazuj maximalni ideély (z — a), a € C.

4. (1)) V Q[z] a v Clz] uréi /(26 — 24 — 22 + 1).

Resend: Staci ten polynom rozlozit a zlikvidovat nasobné ireducibiln{ ¢initele. Vidime,
ze odpovéd je pro obé télesa z — 1.

5. Dokaz, ze v Cx] plati \/(f) = (#(ff’)) pro kazdy f € Clzx].

Navod: Piipomete si vétu o vicendsobnych kofenech. Derivace f’ obsahuje linedrni
¢initele polynomu f v o jedna mensi mocniné, takze f/NSD(f, f') obsahuje prave
vSechny linearni ¢initele v prvni mocniné.

Celistvé proky

1. (!) Dokazte detaily Dusledku 2.2 (o tom, zZe celistvé prvky tvoif podokruh). Konkrétne,

jde o nésledujici tvrzeni: je-li okruh S konecné generovany R-modul a okruh U
kone¢né generovany S-modul, pak U je koneéné generovany R-modul.
Ndvod: Je to tplné stejnd myslenka jako v druhacké vété o tom, ze [U : T] = [U :
S] - [S : T], akorat ze ted to nejsou vektorové prostory, ale jen moduly. Ta €4st
dukazu, kterd dokazuje, Ze mnozina soucinu je generujici, projde doslova stejné. Ta
¢ast o linedrni nezavislosti viibec ne (to v modulech analogii obecné nemd), ale na
to se nikdo nepta.

2. (!) Rozhodnéte, zda je ¢islo v/v/2 + 1 celistvé a) nad Z[+/2], b) nad Z. Pokud ano,
napiste ptislusny monicky polynom.

Reseni: Ano, a) 22 — 2, b) plyne ihned z piedchoziho cviceni. Staci tedy najit
minimdlni polynom nad Q, ten bude nutné fesenim (viz pristi cviceni), s trochou
invence se dopocitate k z* — 222 — 1.

3. (!) Dokazte, ze prvek a je celistvy nad Z pravé tehdy, kdyz je mq g € Z[z]. Ndvod:
Gaussovo lemma.

4. (1) Uréi okruh celistvych prvkil (nad Z) v télese a) Q(i), b) Q(v/2), ¢) * Q(v/=3).

Nejspis se vam bude hodit predchozi cviceni.



Resend: Minimélni polynomy musi byt monické celociselné. Analyzujte tedy kofeny
polynomu z? 4 bz +c. Vyjde a) Z[i], b) Z[v/2], ¢) Z[%:g] ={4+%/-3:a,b€Z}.
5. Oznaé¢me R = Z[z,y]/I, kde I = (2? — 2,y*> — z — 1). Rozhodnéte, zda
a) prvek x + I je celistvy nad Z,

b) prvek y+1 je celistvy nad Z[z+ 1] (rozumi se meziokruh mezi Z a R generovany
prvkem x + I).

c) prvek y + I je celistvy nad Z.

Ndvod: Je to tiplné stejna tloha jako 2, ten faktorokruh je izomorfni Z[v/v/2 + 1].

6. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak
u € R. Rikal jsem na predndsce, ale kdo jste to neslysel, tak si to rozmyslete!



