Cviceni 5, 23.11.2020

Priklady oznacené (!) jsou zdsadni a nutné musite pochopit feseni. Piiklady oznacené (*)
jsou tézsi.
Oznag ¢, = e>™/",

Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem 7. Urci [U : T, Gal(U/T) (jeji
prvky i izomorfismus na nékterou zndmou grupu) a popis vsechna télesa U DV D T.

1. (! ukdzu, jak se deld ) f(x) = 2> —2,T = Q.
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2. (! ukdzu, jak se deld) f(x) = (2* = 2)(2* +1),T = Q.
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3. (1) f(z) = (2% = 2)(2® + 1)(2* — 3), T = Q. Vychdzejte z faktu, ze [U : Q| = 8.
Reseni: 1) U = Q(v/2,4,v/3) je stupné 8. 2) Gal = {p,0,7) < Sg, kde p, 0,7 jsou
praveé ty tii transpozice na kotenech, tj.

o p(v2) = V2, p(i) =i, p(v3) = V3
o 0(v2) = V2, ali) = —i, o(v/3) = V3
o 7(v2) =2, 7(i) =i, 7(v/3) = =3

Gal ~ 73, vektor (ay,as,as) indikuje, zda se kofen daného kvadratického ¢initele
fixuje (hodnota 0) nebo prohazuje (1). 3) Mezitélesa:

{p) odpovida Fiz(U,p) = Q(i,v/3)

{po) odpovida Fiz(U, po) = Q(+v/2i,V/3)

atd. pro ostatni cyklické podgrupy fadu 2 (je jich 7)

{p, ) odpovidd Fiz(U,{p,c}) = Q(\/3)

atd. pro ostatni dvougenerované podgrupy fadu 4 (je jich 7)




4. (Y f(z) = (2> —a1) ... (2% —an), T = Q, kde ay, ..., a, splnuji predpoklady véty

2.28. Vychézejte z faktu, ze [U : Q] = 2". Redeni je popsdno ve skriptech (véta
2.28), porddné si ho rozmyslete. Specialné bych rad, abyste si peclivé dokazali izo-
morfismus Gal(U/T) ~ Zj.
Ndvod: Je to porad to samé. Z — Gal(U/T), (ki, ..., k,) — automorfismus, ktery
posila /a; — (—1)ki\/a_i. Stejné jako vySe je zfejmé, ze takovy automorfismus je
prave jeden, tedy jde o bijekci. Dokazte peclive, ze to je grupovy homomorfismus.
Mezitéles je tolik, kolik je podporstori vektorového prostoru Z%, princip je asi jasny
z vySe uvedenych prikladu.
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5. (%) f(z) =22 -1,T=Q.
Reseni: 1) Ziejmé U = Q((12), ale neni jasny stupeii. Spoéteme minimaln{ polynom
pro (i9. Rozloz 22 —1 = (25— 1)(2%+1) = (2= 1) (22 +1)(z* — 22+ 1), ten posledni
¢initel m je ireducibilni, (15 neni kofen ani jednoho z téch prvni dvou ¢initelu, ¢ili
musi byt kofenem m. Cili [U : T] = #Gal(U/T) = 4. Dalii kofeny m = mg,, jsou
(Pys Cly, (g, ze stejného duvodu.
2) Automorfismy zobrazi (12 na kofen m, takze jsou nejvyse Ctyfi moznosti ¢y :
Cia > (&, kde k = 1,5,7,11. Protoze #Gal = 4, véechny tyto moznosti daji au-
tomorfismus. Cili Gal(U/T) = {1, ¢s, 97, ¢11}. Viechny tyto automorfismy kromé
1 jsou tadu 2, takze Gal(U/T') ~ Za X Zs. | Pro ucely dalsiho vykladu si rozmyslete
obecnéjsi argument: vsimnéte si, ze zobrazeni Z;, — Gal(U/T), k — ¢y je grupovy
izomorfismus (proc?!), a ddle nahlédnéte, ze Z;, ~ Zs X Zs. |
3) Podgrupé (py) odpovidd mezitéleso Fix(U, ). Dvé vlastni mezitélesa vidime
hned: Q(7) = Q(¢,) a Q(¢3) = Q(¢fy). Rychle zjistime, ze @5 fixuje i a ze @7 fixuje
(3. Zbyva rozmyslet, co fixuje ¢11. To je zobrazeni komplexniho sdruzeni, z — Z,
takze fixpointy jsou jasné (v prvku Y a;(l, musi byt a; = a1, as = ayy, ...). Protoze
je Gal abelovska, vSechna mezitélesa jsou normalni.
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Jiné zdbavné cviceni: Dokazte, ze Fix(Q((,),z — 2) = Q(¢, + (Y.

6. (1) f(z) =a™—1, T = Q. Vychazejte z faktu, ze [U : Q] = p(n), kde ¢ je Eule-

rova funkce (to je ta tézsf ¢dst). ReSeni je popsano ve skriptech (pod vétou 2.28),
poradneé si ho rozmyslete. Specialné bych rad, abyste si peclivé dokazali izomorfis-
mus Gal(U/T) ~ Z)
Ndvod: X — Gal(U/T), k + ¢, coz je automorfismus, ktery posila ¢, — .
Rozmyslete si, ze automorfismy musi posflat ¢, na ¢* kde NSD(k,n) = 1. Z
vlatnosti "stupen = #Gal”pak plyne, ze to je bijekce. Dokazte peclive, ze to je
grupovy homomorfismus: pokud chcete dokazat, ze @i o v, = ¢, staci dokazat,
Ze leva i prava strana se shoduji na generatoru (,. Mezitéles je tedy stejné jako
podgrup grupy Z., ale obecné neni snadné je popsat ve formé Q(a).



7. () fz) =2 = 2,T = Q(e*™7)
Ndvod: 1) U = Q(3/2,(5), ¢ili [U : T] = 5. 2) {5 = (5 a v/2 + néjaky koten
polynomu z° — 2. Oznaéme ¢, ten automorfismus, ktery posle v/2 — \5/§§§, k =
0,...,4. Podobné jako v predchozi iloze nahlédnéte, ze Zs — Gal(U/T), k — ¢ je
grupovy izomorfismus. 3) Grupa Zs nema vlastni podgrupy, ¢ili nebudou ani vlastni
mezitélesa.

8. (1) f(z) =2* —1,T = Q(i).
Resend: V predminulé tloze jsme spoéitali, ze Gal(U/Q) = {¢y : NSD(k,20) = 1}.
Prvek i = (3, zachovavaji ty ¢y, pro kterd (58 = ¢r((3) = (5, tedy ta, pro kterd
5k = 5 (mod 20). Tato k tvoii podgrupu {1,9,13,17} < ZJ,, kterd je cyklicka,
generatorem je 13 nebo 17. Vlastni podgrupa Gal bude jedna, ((y), mezitéleso tedy
bude jedno, Fiz(U, (y).



