Cviceni 4 - navody, 10.11.2020

Priklady oznacené (!) jsou zdsadni a nutné musite pochopit feseni. Piiklady oznacené (*)
jsou tézsi.
Separabilni rozsirent

1. (!) Bud U D T rozsireni téles. Prvek a € U je separabilni nad T pravé tehdy, kdyz
je korenem néjakého separabilnitho polynomu z T'[z].
Reseni: Pokud f(a) = 0, pak mer | f, ale m,r nemd vicendsobné kofeny, ¢ili
nemuze mit vicendsobné koteny ani f (proc?).

2. () Bud U D T rozsiteni téles. Vsechny prvky o € U, jez jsou separabilni nad T,
tvori podtéleso U (tzv. separabilni uzavér T' v U).
Ndvod: Pouzij Tvrzeni 2.15. Princip je tplné stejny jako pro dikaz, ze algebraické
prvky tvoii podtéleso.
Resend: Bud a,b € U separabilni, uvazuj T(a,b), to je konetného stupné protoze
jde o algebraické prvky, tedy je separabilni podle 2.15, cili jsou separabilni i jeho
prvky a 4+ b, a - b atd.

Normalni a Galoisova rozsirent

L. (1) Bud V D U D T rozsifeni téles.
a) At V O T je normélni. Musi byt V' O U je normalni? Mus{ byt U D T normaln{?
Pokud ne, najdéte protipriklad.
b) At V O T je Galoisovo. Musi byt V O U je Galoisovo? Musi byt U D T
Galoisovo? Pokud ne, najdéte protipiiklad.
Resent: Prvnf otdzky ANO, ihned plyne z definice. Druhé otdzky NE, tieba Q C
Q(3/2) C rozkladové nadtéleso ° — 2.

2. (!) Bud U D T Galoisovo rozsiteni. Pak [U : T| = #Gal(U/T).
Navod: Plyne z Véty 2.19 a zakladnich myslenek vypoctu Galoisovy grupy.
Resend: Podle Véty 2.19 to je jednoduché rozsifeni, takze U = T'(a) pro néjaké a,
ptitom n := [U : T| = degm, r. Podle Lemmatu 2.22 se m,r v U rozklad4, takze
U je jeho rozkladové nadtéleso. Generdtor a je kofen m, r, takze se zobrazuje zase
na kofen a mame #Gal < n. Polynom m, r je ireducibilni, takze Gal je tranzitivni
na kotenech, téch je n diky separabilité, takze #Gal > n.

3. Dokaz tvrzeni 2.23 ze skript (rozsiteni je normélni préavé tehdy, kdyz je rozkladové
pro mnozinu polynomu).

4. Dokaz tvrzeni 2.24 ze skript (o existenci normalniho uzévéru).

5. Bud f € T[] polynom, jehoZ ireducibilni rozklad nad T je f = fi--- fx, kde
fi jsou pod dvou neasociované. Uvazujme Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa
polynomu f jako grupu permutaci na mnoziné jeho kotenu. Dokaz, ze kazda z téchto
permutaci obsahuje aspon k cyklu (pevny bod zde povazujeme za cyklus délky 1).



