Cviceni 3, 2.11.2020

Priklady oznacené (!) jsou zdsadni a nutné musite pochopit feseni. Piiklady oznacené (*)
jsou tézsi.
Korenovd a rozkladovd nadtélesa

1. (!) Urcete kofenové a rozkladové nadtéleso polynomu 2 + 3 nad télesem R.
Ndvod: Je to C. Ale nemohlo by to byt néjaké mensi téleso R < T < C ?

2. (1) Urcete vsechna mozna korenovéd nadtélesa pro f nad Q obsazend v C (existujf i
jiné nez obsazena v C 7), néjaké rozkladové nadtéleso pro f nad Q, stupné rozsiteni
viech téchto téles a popiste jejich Galoisovy grupy nad Q (vypiste jeji prvky a
urcete, které znamé grupé je izomorfni).

a) f(z) =2 -1

Resend: Q stupné 1, Q stupné 1, Gal trividln{

b) f(z) =23 -1

Resend: kot. Q stupné 1, kof. i rozkl. Q(e*™/3) stupné 2, Gal = {id, z — z}.
c) f(z) =2*+3

Resend: kof. i rozkl. Q(v/3i) stupné 2, Gal = {id, x > Z}.

d) f(z)=2"—1

<

Reseni: kot. Q, kot. i rozkl. Q(i) stupné 2, Gal = {id,z — z}.
e) flx)=a2"+1
Ndavod: Je to ireducibilni polynom a dokazte, ze ¢tyti ruzné koteny generuji to samé
téleso tvaru Q(a). Gal ma nejvyse ¢tyii prvky, protoze a — jeden ze ¢ty korenu, Gal
ma aspon Ctyfi prvky, protoze je tranzitivni na korenech. Pritom vSechny netrivialni
automorfismy maji fad 2, protoze a —néco— a (pokud nechépete, co z toho plyne,
napiste si obraz obecného prvku r + sa + ta? + ua® v daném automorfismu).
Reseni: kof. i rozkl. Q(e? /%) stupné 4, Gal ~ Zy X Zs.
) fla) = 2% —2
Reseni: Koi. Q(3/2), Q(v/2e*™/3) stupné 3, Gal je cyklickd tifprvkova. Rozkl.
Q(V/2,e2™/3), Gal se vnoiuje do Sy, obsahuje prvek z — Z fadu 2, obsahuje aspoi
tii prvky diky tranzitivité, takze musi byt izomorfni Ss. Z toho je vidét, ze vSech 6
permutaci kofenu musi dat automorfismus, vzorce si snadno explicitné napisete.

3. Popiste Galoisovu grupu rozsffeni Q(v/2,v/3) nad Q.
Resend: Aplikaci Tvrzenf 2.11 na polynomy 22 —2 a 22 — 3 vidime, ze kazdy ¢ € Gal
spliuje p(v/2) = uv/2 a ¢(v/3) = vV/3 pro néjaka u, v € {1}, ¢ili Q-automorfismy

jsou nejvyse ¢tyti a lze je zapsat vzorcem
o(a+bV2 + V3 + dV6) = a + ubV2 4 vev'3 4 uvd V6.

7 vzorce také vidime, zZe p? = id pro viechny volby u, v. Pokud dokdzeme, Ze existuji
pouze ctyfi automorfismy, Gal musi byt izomorfni Zs X Zs.

Jsou to skutecné Q-automorfismy? Je mozné, ale velmi pracné, to ovéfit primo z
definice. Jednodussf je vyuzit tranzitivity: nenf tézké nahlédnout, ze Q(v/2,/3) =
Q(v2 + V/3) a aplikaci tranzitivity na minimélni polynom m Jiivig Vvidime, ze
|Gal| > 4.



4. *V zavislosti na n popiste Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa polynomu z™—1.

Na zékladé par piikladu si tipnéte, kolik bude stupen rozsiteni, ale bez dalsi teorie
se vam vas odhad nejspis nepovede dokézat.
Ndvod: Oznac¢me ¢ = e*™/™. Rozkladové nadtéleso je Q(¢), to ma ¢(n) generator
¢*, k nesoudélné s n. Galoisova grupa je izomorfn{ Z*, prvku k odpovidd automor-
fismu danému ptedpisem ¢ — (*. Stupeii je ¢(n), casem budeme mit vétu, Ze za
jistych predpoklada je stupen roven |Gal.

5. Bud 0 # a € Q. Dokazte, zZe rozkladovym nadtélesem polynomu f = 2™ — a nad
télesem Q je téleso Q(e*™/™,b), kde b je libovolny komplexni kofen polynomu f.

6. Spoctéete prvky Galoisovy grupy Gal(R/Q).

Ndvod: Dokazte nejprve, ze kazdy prvek Gal(R/Q) je rostouci funkce (to je speci-
fickd vlastnost rozsiteni Q < R, pro jina télesa to typicky pravda nebude). Zbytek
je tloha z elementarni analyzy na drovni prvaku: najdéte vSechny rostouci redlné
funkce, které fixuji racionélni cisla.

T-homomorfismy

1. (!) Budte T, U télesa charakteristiky 0. Pak Q@ C T,U (co to presné znamend?) a

kazdy nenulovy okruhovy homomorfismus ¢ : T" — U je prostym Q-homomorfismem.
(Nulovym homomorfismem rozumime zobrazeni x — 0.)
Nidvod: Presné to znamend, ze raciondlni éislo ¢ ztotoznime s prvkem (ax1)(bx 1)~
kde u x 1 =1+ ... + 1 u-krat pro u > 0, resp. 0 pro u = 0, resp. —(1 + ... + 1) pro
u < 0. Zbytek pak je jasny z toho, ze p(1) =1 a p(a™t) = p(a)™!, oviem tyto dve
vlastnosti musite dokazat z definice okruhového homomorismu. Prostost: Ker(y) je
ideal, tedy 0 nebo T.

2. () Bud Si, Sy rozkladovd nadtélesa pro polynom f nad télesem T a bud 1 T-
izomorfismus téchto téles. Dokazte, ze Gal(Sy/T) — Gal(Sy/T), ¢ — Y™ je
izomorfismus piislusnych Galoisovych grup.

3. Bud T C U algebraické rozsifeni téles a U C K (ne nutné algebraické). Pak K je
algebraicky uzaveér U, praveé kdyz K je algebraicky uzaveér T

4. Pro kterd m,n € Z jsou télesa Q(y/m), Q(y/n) Q-izomorfni?

Ndvod: Aplikujte tvrzeni o tom, ze kofen polynomu f se zobrazi na kofen polynomu
I
Algebraicky uzdvér
1. ZAdné koneéné téleso neni algebraicky uzaviené.

Navod: Euklides si vSimnul: ”Kdyby bylo jen koneéné mnoho prvocisel, vemte je-
jich soucin plus 1, ten neni délitelny zadnym prvocislem, spor.” Stejnou myslenku
proved’te pro polynomy z — a.

2. * Algebraicky uzdvér nekonecného télesa T' m4 stejnou mohutnost jako 7.

Ndvod: Pokud jste neméli teorii mnozin, na ulohu zapomeite. Jinak si rozeberte
konstrukei uzavéru a aplikujte poznatky o tom, kolik je polynomu a jaka je mohut-
nost sjednoceni fetézce mnozin.



