Cviceni 2, 20.10.2020 - navody a reSeni

Noetherovskost

1. () Rozhodnéte, zda je okruh Q konecné generovany jako a) Z-modul, b) Q-modul,
¢) okruh, d) téleso.
Ndvod: Ptam se: existuji ¢isla aq,...,a, € Q takova, ze kazdé racionalni ¢islo
lze vyjadiit jako a) linedrni kombinaci aq,...,a, s celo¢iselnymi koeficienty, b)
linedrni kombinaci aq, . .., a, s raciondlnimi koeficienty, c¢) jako hodnota polynomu
f€Qlxy,...,z,] na(ay,...,a,) (cozje to samé, jako ze se dostanu z ¢isel ay, . .., a,

kamkoliv pomoci +, —, +), d) to samé pro raciondlni funkce, resp. navic operaci .

Reseni: a,c) ne, problém je nagenerovat viechny zlomky ;lw b) ano, staci jeden
generdtor 1, kazdé ¢ je ¢- 1, d) ano, staci jeden generator 1, z ni dostanete s¢itanim
vSechna celd ¢isla, inverzem zlomky i, soucinem vsechny zlomky

2. () Bud M noetherovsky modul a N jeho podmodul. Dokaz, ze pak je faktormodul
M /N noetherovsky.
Resent: Pouzijme definici, ze modul je noetherovsky prévé tehdy, kdyz je kazdy
podmodul kone¢né generovany. Vemte podmodul v M /N, ten bude podle 2. véty o
izomorfismu tvaru U/N, kde U je modmodul M. Z noetherovskosti je U je konec¢né
generovany, generatory onacme ug, ..., u,, ¢ili kazdy prvek u € U lze napsat jako
linedrni kombinaci u = > r;u; pro néjaka r; € R. Cili kazdy prvek [u] € U/N lze
napsat jako [u] = > raw] = > ri[wl, tedy [uq], ..., [un] generuji podmodul U/N.

3. (*) Bud M modul a N jeho podmodul. Pokud jsou N a M/N oba noetherovské,
pak je noetherovsky také M (pouzij tvrzeni 1.10).

Ndvod: Uvazujte idedl U, kouknéte na U/M, rozsiite jeho konetnou bézi pomoci
konecné baze N.

4. Bud K téleso. Dokazte, ze K[xy, s, ...] (nekoneéné mnoho proménnych) je gaus-
sovsky, ale ne noetherovsky, a neni to ani obor hlavnich idedlu.

Ndvod: Kdybych mél posloupnost vlastnich délitelu zac¢inajici f, pak ten f je jen

v k proménnych a mél bych taky posloupnost vlastnich délitelu v K[z, ..., xg],
spor s Gaussovou vétou. Podobny argument pro NSD( f, g). Rostouci posloupnost
idealu: I] = (33'1, N ,l’j).

Cinskd véta o zbytcich
1. (1) Popis vSechny idedly v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou
komaximalni.
Ndvod: Je to OHI, takze patram po délitelnosti ¢isel 0..149, maximalni je totéz co
prvocislo, komaximéalni je totéz co 777
2. () Bud R obor hlavnich ideéli, my,...,m, jeho po dvou nesoudélné prvky a
oznac¢me M = my - ...-m,. Dokazte pomoci ¢inské véty o zbytcich, ze

R/(M) ~ R/(m1) ... x R/(my).

Ndvod: Ovéite predpoklady CVZ. Proé je primik viech (m;) = m;R roven (M) =
M R? Kouknéte na minula cviceni. Pro¢ jsou m; R po dvou komaximalni? Kouknéte
na predchozi ulohu.



Idea: kdyz néjakd abstraktni myslenka funguje v Z, nejspis bude fungovat ve vsech

OHI.

3. () Bud R okruh a Iy,..., I, po dvou komaximdln{ idedly v R. Dokaz, Ze pak mdme
izomorfismus multiplikativnich grup

(R/(Ii--- 1) = (R/L)" x -+ x (R/1)" .

Resent: Vezméte zizeni izomorfismu z CVZ na invertibilni prvky. Nésobeni to za-
chovava, prosté to bude. Chceme dokézat, ze to je dobfe definované (tj. obraz
invertibilniho prvku je invertibiln{) a Ze to je na (vzor n-tice invertibilnich prvku
je invertibilni). Ale to je obecné vlastnost, kdykoliv mém izomorfismus okruhu
¢ : S — T, pak a je invertibilni v S praveé tehdy, kdyz ¢(a) je invertibilni v 7.
PS: Pripomente si dukaz vzorce na vypocet Eulerovy funkce, ktery jste nejspis
délali v druhdku. Tohle pro R = Z vam dé rozklad ¢(n) na souc¢in ¢(p).

4. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ktery méd pouze koneéné mnoho idealt.
Déle predpokladejme, ze prunik maximélnich idealu v R je trividlni. Dokazte, ze R je
direktnim sou¢inem koneéné mnoha téles. Uved'te pifklad koneéného komutativniho
okruhu s jednotkou, ktery m& netrividlni prunik maximé&lnich idealu.

Axiom vybéru

1. (1) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazda linedarné nezavisld podmnozina vek-
torového prostoru jde rozsitit na bézi. (Skripta obsahuji podrobny névod.)

Ndvod: M = {A CV : Ajelinedrné nezavisla posloupnost vektori}, usporadani C.
Dokazte, ze spliuje prepdoklady Zornova lemmatu a dokazte, ze maximalni prvek
vysledek je baze, tj. ze generuje V.

2. (!) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazdé zobrazeni f : A — B, které je na

B, mé pravy inverz, tj. ze existuje zobrazeni g : B — A takové, ze fg(x) = z pro
vSechna x € B.
Ndvod: M = {g: B — A: fg = id}, usporadani C (ve smyslu: jedna funkce je
vétsi nez druhd, pokud ma vetsi definiéni obor a na ném se shoduji). Dokazte, ze
spliuje prepdoklady Zornova lemmatu a dokazte, ze maximélni prvek je definovany
vSude.

3. (1) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazdé ¢astecné usporadani na dané mnoziné
1ze rozsitit do linearniho usporadéni. (Rozsitenim usporadani < se rozumi usporadani
< na téze mnoziné takové, ze pokud x <y, pak = < y.)
Ndvod: M = mnozina vSech ¢astecnych usporadani na dané mnoziné, usporadani
rozsirenim (ve smyslu zadani). Dokazte, Ze spliuje prepdoklady Zornova lemmatu
a dokazte, ze maximalni prvek vysledek je linedrni.

4. (*) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze pokud v okruhu R existuje vlastni idedl,
ktery neni konecné generovany, pak v ném také existuje prvoidedl, ktery neni
konecné generovany.



