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Cvičeńı 8, 5.1.2020

Důležité úlohy:

1. Ireducibilńı prvky:

a) Pokud má prvek α ∈ OK normu p, což je prvoč́ıslo v Z, pak je α ireducibilńı v
OK .

b) Najdi nějaký ireducibilńı prvek v Z[
√
−14] s prvoč́ıselnou normou.

c) Dokaž, že 3 a 1 +
√
−14 jsou ireducibilńı.

d) Dokaž, že 3 · 3 · 3 · 3 = (5 + 2
√
−14)(5 − 2

√
−14) jsou dva r̊uzné ireducibilńı

rozklady.

2. Hlavńı ideály:

a) Dokaž, že (17 + 2
√
−14, 20 +

√
−14) = (3−

√
−14) je hlavńı ideál v Z[

√
−14].

b) Dokaž, že (2,
√
−14) neńı hlavńı ideál v Z[

√
−14].

c) Dokaž, že (2 +
√
−14, 7 + 2

√
−14) = (3, 1−

√
−14) a že jde o vlastńı ideál, který

neńı hlavńı.

3. Násobeńı ideál̊u a rozklady:

a) Dokaž (5 +
√
−14, 2 +

√
−14)(4 +

√
−14, 2−

√
−14) = (6, 3

√
−14).

b) Bud’ I = (3, 1 +
√
−14) a J = (5, 1 +

√
−14). Spočtěte normy těchto ideál̊u

a dokaž, že (15) = IJI ′J ′. Využij toho k nalezeńı dvou r̊uzných ireducibilńıch
rozklad̊u 15.

Daľśı úlohy:

4. Bud’ K = Q(
√
D) a ω =

√
D, resp. 1+

√
D

2
pro D ≡ 2, 3, resp. 1 (mod 4). Uvažuj

m ∈ Z a α = a+ bω ∈ OK .

a) Dokaž, že m | α v OK , právě když m | a, b v Z.

b) Pozor, při reprezenetaci α = a+ b
√
D to neplat́ı! Např́ıklad 2 | 1 +

√
5.

5. Najdi všechny jednotky v Q(
√
D) pro D = −2,−3,−7, *2, *5.

6. Bud’ G podgrupa aditivńı grupy Zn, kde n ∈ N. Dokaž, že G ' Zm pro nějaké m,
0 ≤ m ≤ n.

7. Vyřeš diofantické rovnice x2 + 1 = y5, x2 + 3 = y3 a x2 + 4 = y3.


