Cviceni 6, 7.12.2020

Priklady oznacené (!) jsou zdsadni a nutné musite pochopit feseni. Kazdé sadé vénujeme

45 minut.
Radikaly
1. (1) V oboru Z uréi /(125), \/(666), \/(I], pi) pro po dvou ruznd prvoéisla p;.
2. (1) Uréi nilradikal a Jacobsonuv radikél okruhu Z/(100). Myslim, ze je uzite¢né si
nakreslit usporadanou mnozinu vsech idealu a podivat se, jak to je s témi pruniky.
Pro ktera n je (Z/(n))/J(Z/(n)) téleso?
3. (1) Urci nilradikél a Jacobsonuv radikél oboru C[z].
4. () V Q[z] a v Clx] uréi /(26 — 24 — 22 + 1).
5. Dokaz, ze v C[z] plati v/(f) = (#(ff/)) pro kazdy f € C|x].
Celistvé proky
1. (!) Dokazte detaily Dusledku 2.2 (o tom, zZe celistvé prvky tvoif podokruh). Konkrétné,
jde o nasledujici tvrzeni: je-li okruh S konecné generovany R-modul a okruh U
kone¢né generovany S-modul, pak U je koneéné generovany R-modul.
2. (1) Rozhodnéte, zda je ¢islo /v/2 + 1 celistvé a) nad Z[v/2], b) nad Z. Pokud ano,
napiste prislusny monicky polynom.
3. (1) Dokazte, ze prvek a je celistvy nad Z prave tehdy, kdyz je m, o € Z[z]. Ndvod:
Gaussovo lemma.
4. (1) Uréi okruh celistvych prvki (nad Z) v télese a) Q(i), b) Q(v/2), ¢) * Q(v/=3).
Nejspis se vam bude hodit predchozi cviceni.
5. Ozna¢me R = Z[x,y]/I, kde I = (> — 2,y* — x — 1). Rozhodnéte, zda
a) prvek z + I je celistvy nad Z,
b) prvek y+1 je celistvy nad Z[x+I] (rozumi se meziokruh mezi Z a R generovany
prvkem z + I).
c) prvek y + I je celistvy nad Z.
6. Bud R gaussovsky obor a T jeho podilové téleso. Je-li u € T celistvé nad R, pak

u € R. Rikal jsem na predndsce, ale kdo jste to neslysel, tak si to rozmyslete!

Radikaly — doplnugici ilohy

Nésledujici tlohy se skoro jisté nestihnou a nejsou stézejni pro pochopeni prednasky, ale
ilustruji hloubéji probirané pojmy, doporucuji se na to podivat nékdy ptred zkouskou.
Néco z toho se objevi v domacim tkolu.

1.

2.
3.

Dokazte, ze vV P* = P pro kazdy prvoidedl P an € N (zde P" znaci sou¢in n kopii
prvoidedlu P). Speciélné to znamend, ze prvoidedly jsou radikaly.
Dokazte, ze Jacobsonuv radikél je radikdlovy idedl, tj. /J(R) = J(R).
Bud I, J idedly. Dokazte, Ze
o VIJI=VINJ=vVINVJ,

« VI+J=VVI+VI,



10.

o VVI=1VI,
e I = R préveé tehdy, kdyz I = R.
Bud I idedl v R. Dokazte, ze v/I v R je rovno sjednoceni bloki, které jsou v

nilradikélu okruhu R/I. Strucné fe¢eno, /1 = | J/0/I. (Tedy pokud budete rozumét
nilradikdlim, budete umét pocitat i ostatni radikdly tim, Ze prejdete k faktorokruhu.)

Bud a € R. Dokazte, Ze a je invertibilni pravé tehdy, kdyZ nenalezi do Zadného
maximalniho idealu.
Pomoci ptedchoziho cviceni dokazte Tvrzeni 3.9.

Pomoci predptedchoziho cviceni dokazte, ze R obsahuje pravé jeden maximélni
idedl prave tehdy, kdyz mnozina vSech neinvertibilnich prvku tvoii idedl. (Budete
potrebovat v predmétu Algebraické krivky.)

Dokazte, ze R obsahuje pravé jeden prvoidedl pravé tehdy, kdyz pro kazdy neinver-
tibilni prvek a existuje k € N takové, ze a* = 0.

Spoctéte Jacobsonuv radikal komutativniho okruhu vSech spojitych redlnych funkei
R — R, s operacemi po slozkéch.

Bud py,...,p, prvocisla. Oznaéme R = {% € Q : py,...,p, { s} (rozumi se zlomek
v zékladnim tvaru, tj. NSD(r,s) = 1).

(a) Dokazte, ze R je podokruh télesa Q, tedy je oborem integrity.

(b) Dokazte, ze R ma presné n maximélnich idedlu.

(c) Spoctéte J(R).



