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Cvičeńı 6, 7.12.2020

Př́ıklady označené (!) jsou zásadńı a nutně muśıte pochopit řešeńı. Každé sadě věnujeme
45 minut.

Radikály

1. (!) V oboru Z urči
√

(125),
√

(666),
√

(
∏

i p
ri
i ) pro po dvou r̊uzná prvoč́ısla pi.

2. (!) Urči nilradikál a Jacobson̊uv radikál okruhu Z/(100). Mysĺım, že je užitečné si
nakreslit uspořádanou množinu všech ideál̊u a pod́ıvat se, jak to je s těmi pr̊uniky.
Pro která n je (Z/(n))/J(Z/(n)) těleso?

3. (!) Urči nilradikál a Jacobson̊uv radikál oboru C[x].

4. (!) V Q[x] a v C[x] urči
√

(x6 − x4 − x2 + 1).

5. Dokaž, že v C[x] plat́ı
√

(f) = ( f
NSD(f,f ′)

) pro každý f ∈ C[x].

Celistvé prvky

1. (!) Dokažte detaily Důsledku 2.2 (o tom, že celistvé prvky tvoř́ı podokruh). Konkrétně,
jde o následuj́ıćı tvrzeńı: je-li okruh S konečně generovaný R-modul a okruh U
konečně generovaný S-modul, pak U je konečně generovaný R-modul.

2. (!) Rozhodněte, zda je č́ıslo
√√

2 + 1 celistvé a) nad Z[
√

2], b) nad Z. Pokud ano,
napǐste př́ıslušný monický polynom.

3. (!) Dokažte, že prvek a je celistvý nad Z právě tehdy, když je ma,Q ∈ Z[x]. Návod:
Gaussovo lemma.

4. (!) Urči okruh celistvých prvk̊u (nad Z) v tělese a) Q(i), b) Q(
√

2), c) * Q(
√
−3).

Nejsṕı̌s se vám bude hodit předchoźı cvičeńı.

5. Označme R = Z[x, y]/I, kde I = (x2 − 2, y2 − x− 1). Rozhodněte, zda

a) prvek x + I je celistvý nad Z,

b) prvek y+I je celistvý nad Z[x+I] (rozumı́ se meziokruh mezi Z a R generovaný
prvkem x + I).

c) prvek y + I je celistvý nad Z.

6. Bud’ R gaussovský obor a T jeho pod́ılové těleso. Je-li u ∈ T celistvé nad R, pak
u ∈ R. Řı́kal jsem na přednášce, ale kdo jste to neslyšel, tak si to rozmyslete!

Radikály – doplňuj́ıćı úlohy
Následuj́ıćı úlohy se skoro jistě nestihnou a nejsou stěžejńı pro pochopeńı přednášky, ale
ilustruj́ı hlouběji prob́ırané pojmy, doporučuji se na to pod́ıvat někdy před zkouškou.
Něco z toho se objev́ı v domáćım úkolu.

1. Dokažte, že
√
P n = P pro každý prvoideál P a n ∈ N (zde P n znač́ı součin n kopíı

prvoideálu P ). Speciálně to znamená, že prvoideály jsou radikály.

2. Dokažte, že Jacobson̊uv radikál je radikálový ideál, tj.
√
J(R) = J(R).

3. Bud’ I, J ideály. Dokažte, že

•
√
IJ =

√
I ∩ J =

√
I ∩
√
J ,

•
√
I + J =

√√
I +
√
J ,
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•
√√

I =
√
I,

•
√
I = R právě tehdy, když I = R.

4. Bud’ I ideál v R. Dokažte, že
√
I v R je rovno sjednoceńı blok̊u, které jsou v

nilradikálu okruhu R/I. Stručně řečeno,
√
I =

⋃√
0/I. (Tedy pokud budete rozumět

nilradikál̊um, budete umět poč́ıtat i ostatńı radikály t́ım, že přejdete k faktorokruhu.)

5. Bud’ a ∈ R. Dokažte, že a je invertibilńı právě tehdy, když nenálež́ı do žádného
maximálńıho ideálu.

6. Pomoćı předchoźıho cvičeńı dokažte Tvrzeńı 3.9.

7. Pomoćı předpředchoźıho cvičeńı dokažte, že R obsahuje právě jeden maximálńı
ideál právě tehdy, když množina všech neinvertibilńıch prvk̊u tvoř́ı ideál. (Budete
potřebovat v předmětu Algebraické křivky.)

8. Dokažte, že R obsahuje právě jeden prvoideál právě tehdy, když pro každý neinver-
tibilńı prvek a existuje k ∈ N takové, že ak = 0.

9. Spočtěte Jacobson̊uv radikál komutativńıho okruhu všech spojitých reálných funkćı
R→ R, s operacemi po složkách.

10. Bud’ p1, . . . , pn prvoč́ısla. Označme R = { r
s
∈ Q : p1, . . . , pn - s} (rozumı́ se zlomek

v základńım tvaru, tj. NSD(r, s) = 1).

(a) Dokažte, že R je podokruh tělesa Q, tedy je oborem integrity.

(b) Dokažte, že R má přesně n maximálńıch ideál̊u.

(c) Spočtěte J(R).


