Cviceni 2, 20.10.2020

Priklady oznacené (!) jsou zdsadni a nutné musite pochopit feseni. Piiklady oznacené (*)
jsou tézsi.
Noetherovskost
1. () Rozhodnéte, zda je okruh Q kone¢né generovany jako a) Z-modul, b) Q-modul,
c) okruh, d) téleso.

2. () Bud M noetherovsky modul a N jeho podmodul. Dokaz, ze pak je faktormodul
M /N noetherovsky.

3. (*) Bud M modul a N jeho podmodul. Pokud jsou N a M/N oba noetherovské,
pak je noetherovsky také M (pouzij tvrzeni 1.10).

4. Bud K téleso. Dokazte, ze K[x1, 3, ...] (nekoneéné mnoho proménnych) je gaus-
sovsky, ale ne noetherovsky, a neni to ani obor hlavnich idedlu.

Cinskd véta o zbytcich

1. (!) Popis vSechny idedly v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou

komaximalni.
2. () Bud R obor hlavnich idedlu, my,...,m, jeho po dvou nesoudélné prvky a
oznacme M = my - ... - m,. Dokazte pomoci ¢inské véty o zbytcich, ze

R/(M) ~ R/(m1) x ... x R/(m).

3. (!) Bud Rokruh a Ii,..., I, po dvou komaximéaln{ idedly v R. Dokaz, Ze pak mdme
izomorfismus multiplikativnich grup

(R/(Iy-+ 1)) = (R/L)" x -+ x (R/T)"

4. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ktery md pouze koneéné mnoho idealt.
Dale predpoklddejme, ze prunik maximalnich idealu v R je trivialni. Dokazte, ze R je
direktnim sou¢inem kone¢né mnoha téles. Uved'te pifklad koneéného komutativniho
okruhu s jednotkou, ktery ma netrividlni prunik maximélnich idealu.

Axiom vybéru

1. (1) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazdé linedrné nezévisla podmnozina vek-
torového prostoru jde rozsitit na bézi. (Skripta obsahuji podrobny névod.)

2. (!) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazdé zobrazeni f : A — B, které je na
B, ma pravy inverz, tj. Ze existuje zobrazeni g : B — A takové, ze fg(x) = z pro
vsechna z € B.

3. (1) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze kazdé ¢asteéné uspofadani na dané mnoziné
1ze rozsitit do linearniho usporadéni. (Rozsitenim usporadani < se rozumi usporadani
< na téze mnoziné takové, ze pokud x <y, pak z < y.)

4. (*) Pomoci Zornova lemmatu dokaz, ze pokud v okruhu R existuje vlastni idedl,
ktery neni konecné generovany, pak v ném také existuje prvoidedl, ktery neni
konecné generovany.
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