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Cvičeńı 2, 20.10.2020

Př́ıklady označené (!) jsou zásadńı a nutně muśıte pochopit řešeńı. Př́ıklady označené (*)
jsou těžš́ı.

Noetherovskost

1. (!) Rozhodněte, zda je okruh Q konečně generovaný jako a) Z-modul, b) Q-modul,
c) okruh, d) těleso.

2. (!) Bud’ M noetherovský modul a N jeho podmodul. Dokaž, že pak je faktormodul
M/N noetherovský.

3. (*) Bud’ M modul a N jeho podmodul. Pokud jsou N a M/N oba noetherovské,
pak je noetherovský také M (použij tvrzeńı 1.10).

4. Bud’ K těleso. Dokažte, že K[x1, x2, . . . ] (nekonečně mnoho proměnných) je gaus-
sovský, ale ne noetherovský, a neńı to ani obor hlavńıch ideál̊u.

Čı́nská věta o zbytćıch

1. (!) Popǐs všechny ideály v okruhu Z/(150) a charakterizuj, které dvojice z nich jsou
komaximálńı.

2. (!) Bud’ R obor hlavńıch ideál̊u, m1, . . . ,mn jeho po dvou nesoudělné prvky a
označme M = m1 · . . . ·mn. Dokažte pomoćı č́ınské věty o zbytćıch, že

R/(M) ' R/(m1)× . . .×R/(mn).

3. (!) Bud’ R okruh a I1, . . . , In po dvou komaximálńı ideály v R. Dokaž, že pak máme
izomorfismus multiplikativńıch grup

(R/(I1 · · · In))× ' (R/I1)
× × · · · × (R/In)× .

4. Bud’ R komutativńı okruh s jednotkou, který má pouze konečně mnoho ideál̊u.
Dále předpokládejme, že pr̊unik maximálńıch ideál̊u v R je triviálńı. Dokažte, že R je
direktńım součinem konečně mnoha těles. Uved’te př́ıklad konečného komutativńıho
okruhu s jednotkou, který má netriviálńı pr̊unik maximálńıch ideál̊u.

Axiom výběru

1. (!) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každá lineárně nezávislá podmnožina vek-
torového prostoru jde rozš́ı̌rit na bázi. (Skripta obsahuj́ı podrobný návod.)

2. (!) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každé zobrazeńı f : A → B, které je na
B, má pravý inverz, tj. že existuje zobrazeńı g : B → A takové, že fg(x) = x pro
všechna x ∈ B.

3. (!) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že každé částečné uspořádáńı na dané množině
lze rozš́ı̌rit do lineárńıho uspořádáńı. (Rozš́ı̌reńım uspořádáńı≤ se rozumı́ uspořádáńı
4 na téže množině takové, že pokud x ≤ y, pak x 4 y.)

4. (*) Pomoćı Zornova lemmatu dokaž, že pokud v okruhu R existuje vlastńı ideál,
který neńı konečně generovaný, pak v něm také existuje prvoideál, který neńı
konečně generovaný.
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