OBORY POLYNOMU. KVADRATICKA ROZSIRENTI Z.

DAVID STANOVSKY

1. PoDpiLOVA TELESA

Cil. Ukdzeme abstraktni konstrukci télesa zlomkai.

Tak jako lze obor celych ¢isel rozsitit do télesa racionalnich ¢isel, kazdy obor
integrity R lze rozsifit na tzv. podilové téleso, které lze zkonstruovat jako ,téleso
zlomkt“, jejichz Citatel i jmenovatel jsou prvky daného oboru. Podilova télesa hraji
v komutativni algebfe dilezitou roli, jak uvidime napfiklad v Sekci ??, kde nam
budou nastrojem k diukazu Gaussovy véty.

Konstrukce probiha nasledujicim zptsobem. Definujeme relaci ~ na mnoziné

R x (R~ {0}) predpisem
(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc

Neni tézké nahlédnout, ze jde o ekvivalenci: reflexivita je zfejma, symetrie plyne
z komutativity ndsobeni a tranzitivitu ziskdme néasledujicim vypoctem: je-li (a, b) ~
~ (¢c,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a cf = de. Pak ale adf = bef = bde, a tedy af = be,
protoze d # 0 (ke kraceni potiebujeme predpoklad, Ze R je obor integrity!).

Pro jednoduchost vyjadifovani budeme znaéit blok [(a, b)]~. této ekvivalence jako
zlomek §. Uvazujme mnozinu @ vSech bloki této ekvivalence (tj. vSech zlomki)
a definujme na ni operace

a ¢ ac 0 1
+ == , = —, - ==, 0= -, 1=-.

b d bd b b b d bd 1 1

Je tfeba dokézat, Ze tyto operace jsou dobie definované. Pfedné, aby jmenovatel

souctu a soucinu zustal nenulovy, potfebujeme predpoklad, ze R je obor integrity.

A déle musime dokézat, Ze pokud zvolime jiné reprezentanty zlomkt, vysledek

. 7 ’ v / » > v . ’ h
operace zlistane stejny. Formélné, pokud 7 = 37 a 5 = &, potfebujeme dokdzat, Ze

a c ad + be a —a

Tt+o= ‘;—,, + %, a podobné pro od¢itani a nasobeni. Diikkaz provedeme pro séitani:
chceme ovéiit, ze 2%tbe — “/d;,'zlf’,c,, tedy ze (ad + be)(b'd') = (a'd + b'c')(bd).
Roznésobime a vyuZijeme faktu, ze ab’ = a’b a cd’ = ¢’d. Ozna¢me Q mnoZzinu Q) s
operacemi +, —, - a konstantami 0,1.

Tvrzeni 1.1. Bud' R obor integrity a Q vysledek prdvé popsané konstrukce. Pak Q
je téleso a obor R je podoborem télesa Q, pokud ztotoZnime prvek a € R s prvkem

1€Q.
Téleso Q se nazyva podilové téleso oboru R.

Diikaz. Ovéfime postupné vSechny axiomy:

adf+b(cf+de) _ adf+bcf+bde __
odf = bdf =

e Asociativita s¢itani: §+(§+%) = %Jrcf;}de -

ad+bc e a c e




o Komutativita s¢itani: § + ¢ = % = % =<+ 7.

o Nula: ¢ 4+ ¢ = 2300 — ¢

o Odéitani: & 4 3¢ = “teb) 0

e Asociativita a komutativita nésobeni plyne okamzité z tychZ vlastnosti
oboru R.

S|
fu

el

e Jednotka: 2 - % = 4= =

a
e Distributivita: § - (§+ §) = acftade _ abcftabde _ ac | ac

[ui

baf b2 df
e 0=9+#1=1, protoze 0-1#1-1.
Navic ¢ - g = Z—s = % pro kazdé § # 0, ¢ili Q je téleso. Zbyvéa dokazat, Ze prvky
tvaru ¢ tvofi podobor Q, coz je snadné. O

Piiklad. Téleso racionalnich ¢isel Q je definovdno jako podilové téleso oboru Z.

Piiklad. Je-li T téleso, pak jeho podilové téleso je, pti vySe uvedeném ztotoznéni
a

1, rovno T, protoZe § = ab_! pro kazdé a,b € T, b # 0.

a= T
Priklad. Podilové téleso oboru Z[i] je, formalné vzato, téleso zlomki tvaru Zi‘dbz,
kde a,b,¢,d € Z. Pokud ztotoznime tento zlomek se &islem 25tbd 4 be—ad; - qogta-

c2+d? c2+d?
neme téleso Q[i]. (Formalné bychom fekli, Ze podilové téleso oboru Z[i] je izomorfni
s télesem Q[i], viz Sekce ?77).

2. POLYNOMY A FORMALN{ MOCNINNE RADY

Cil. Nejprve zformulujeme, co je to presné polynom (a formdini
mocninnd tada) a jak se definuji zdkladni operace, a poté se bude
souvislost kotenu s délitelnosti, ukdZeme, Ze za rozumnych pred-
pokladu md polynom stupné n nejvyse n kovenu, podivame se, jak
souvisi nasobnost korene daného polynomu s koreny jeho derivaci
a na zavér zminime vétu o interpolaci.

2.1. Definice a zakladni operace.

Definice. Polynomem proménné r nad oborem integrity R rozumime formalni
vyraz

2
ap + a1z + asx* + ...+ a,z”,

nebo zkricené

kde ag,...,a, € R a a, # 0. Prvky ag,...,a, nazyvame koeficienty a symbol x
proménnd. (Implicitné se rozumi se a,, = 0 pro véechna m > n.) Cislo n nazjvame
stupen polynomu, zna¢ime deg f. Prvek a,, se nazyva vedouci koeficient a ay abso-
lutni ¢len. Polynom se nazyva monicky, pokud je vedouci ¢len 1. Je tfeba specidlné
dodefinovat nulovy polynom; pro né€j polozime deg0 = —1.



Na mnoziné vSech polynomt definujeme operace predpisy

m n max(m,n)

doa' 4y biat= ) (ai+bi)al, - iaixi = i(—ai)xi,
1=0 =0 i=0 i=0 i=0
m n m—+n
(Z a;z’) - (Z bix') = Z ( Z a;br)z’.
=0 =0 i=0 j+k=i

Jak si za chvili dokdZzeme, dostaneme obor integrity; znac¢ime jej R[z].

Definice. Formdlni mocninnou radou promeénné x nad oborem integrity R rozu-
mime formalni vyraz

o0

Z aixi,

i=0

kde ag, a1, ... € R; pouzivame obdobnou terminologii. Tedy polynom je mocninna
fada, v niz je jen koneéné mnoho nenulovych koeficientii. Specialné 0 = Z?io 0z,
(Jde o formdlni vyrazy, nikoliv o funkce nebo souéty. Otazky typu konvergence nés
nezajimaji.)

Na mnoziné vSech forméalnich mocninnych fad definujeme analogicky operace

iami + i bzt = i(ai + b))z, — iaixi = Z(—ai)xi,
i=0 i=0 i=0 i=0

O aia) - O i) => (> ajbi)a’.

i=0 i=0 i=0  jtk=i

Jak si nyni dokdzeme, dostaneme obor integrity; znacime jej R[[z]]. Polynomy
ziejmé tvori jeho podobor, protoze soucet i soucin dvou polynoma je opét poly-
nom.

Tvrzeni 2.1. Je-li R obor integrity, pak R[z] i R[[z]] jsou také obory integrity.

Dikaz. Dukaz sta¢l provést pro formalni mocninné fady, protoze polynomy jsou
jejich specidlnim piipadem (obecnéji, podokruh oboru integrity je vzdy oborem
integrity).

Ovéfeni rovnosti z definice komutativniho okruhu je mechanicka prace, ukazeme
pouze hlavni myslenky. Rovnosti pro séitani jsou ocividné, komutativita nasobeni
také. Pro jednotku, soucin (> a;x?)-(1+0+0+...) ddva fadu 2o ki ajby)z’,
kde vSechny b; kromé by jsou nulové, takze vysledkem je opét > a;x'. Asocia-
tivita je obtizn&jsi: z jedné strany (3 a;z?) - (O bizt) - (O cir?)) = (O aixt) -
(s i)z’ = PO IR ajbre)z?), a je vidét, Ze stejné vyjde i ana-
logicky vypocet soucinu ((3_ a;x?) - (3 bxt)) - (3 ¢;xt). Distributivita se proveii
podobné.

Zajimavejsi je diikaz, 7e pro f,g #0je f-g# 0. Bud f = Y a;2" a g =Y ba’
dva nenulové prvky RJ[[z]] a ozna¢me m,n nejmensi indexy takové, ze a,, b, # 0.
Uvazujeme-li v sou¢inu f - g koeficient u ™", dostavame vyjadieni

. Z afjbk = aObm+n +...+ amflbn+1 + ambn + am+1bn,1 + ...+ am+nb0 .
j+k=m+n 0 -£0 0

Protoze je R obor integrity a a,, b, # 0, tak také a,,b, # 0 a tento koeficient je
nenulovy. ([l



Obory polynomi a mocninngch Tad vice proménnych se definuji induktivné,
predpisy

Rlzy,...,z5] = Rz, ..., Tno1])[@n],
Rf[zy, ..., zn]] = R[[z1, .. ., 2n-a]])[[zn])-

Polynom f z Rlz1,...,2,] je vyraz tvaru f = > 2 fizl, kde f; jsou polynomy z
R[z1,...,2y—1]. Za pomoci distributivity jej miizeme pfepsat (pravé jednim zpul-
sobem) do standardniho tvaru

N

k k
[= E Ay, ki T Ty

K1, kn=0

s koeficienty ar, ..., € R. Podobné pro mocninné fady. Z Tvrzeni ?? za pomoci
indukce ihned plyne, Ze jde o obory integrity.

2.2. Hodnota polynomu v bodé.

Je tfeba striktné rozliSovat mezi polynomem jako formdlnim vyrazem a jeho hod-
notou po dosazeni néjakého prvku. Forméalné, bud R < S obory integrity. Polynom
f € RJz] je formalni vyraz

f=a+ax+...+ax"

(tento se bude zapisovat vyhradné f, bez uvedeni proménné). Jeho hodnotou po
dosazeni prvku u € S rozumime prvek

flw)=ao+au+...+ayu™ €S,

pri¢em? v uvedeném zéapise provadime vSechny operace (mocnéni, ndsobeni i s¢itani)
v oboru S. Napf. pro R=S =7, a f =2 + 1 plati f(0) =1, f(1) =2, f(2) =3
atd., viz malad Fermatova véta.

Pro dany polynom f € R[z] a obor S > R miZeme uvazovat tzv. polynomidlni
zobrazeni S — S, které kazdému prvku u € S ptifadi hodnotu f(u). Rlzné po-
lynomy mohou davat stejna polynomialni zobrazeni, napf. vyse uvedeny polynom
urcuje na Z, stejné zobrazeni jako polynom g = =+ 1. (Jinak to pro koneéné obory
byt ani nemuiize, protoze existuje nekonecné mnoho polynomt, ale pouze konecné
mnoho zobrazeni na kone¢né mnozing.)

Pojem hodnoty mocninné fady nema v algebfe smysl uvazovat. Bez dalsi geome-
trické struktury neni mozné fici, co se rozumi nekoneénym souctem, v fadé obori
(t¥eba koneénjch) se smysluplny pojem konvergence ani nedd vybudovat.

2.3. Déleni polynomu se zbytkem.

Bud f, g polynomy z R[z]. Rekneme, Ze g déli f, piseme g | f, pokud existuje
polynom h € R[z] takovy, ze f = gh. VSimnéte si, Zze pokud ¢g | f a f # 0,
pak degg < deg f. (Kazdy polynom déli nulovy polynom, pfitom stupeni nulového
polynomu je —1.) Pokud g nedéli f, m4 smysl se ptat po zbytku po déleni.

Tvrzeni 2.2. Bud R obor integrity, Q jeho podilové téleso, f,g € R[z], g # 0.
Pak ezxistuje prdavé jedna dvojice q,r € Qlx] spliujici f = gg+ r a degr < degyg.
Navic, je-li g monicky, pak q,r € R[x].

Diky jednoznac¢nosti mtzeme definovat f divg = ¢ a f mod g = r. Je vidét, ze
g | f pravé tehdy, kdyZz f mod g = 0.



Diikaz. Podil a zbytek dvou polynomt se pocitd podobné jako pro celd ¢isla. Al-
goritmus lze formulovat takto: inicializujeme gy = 0, 7g = f, a poté definujeme
rekurzivné

l(ri) degr;—degg Z(TZ) degr;—degg
q1+1 - Qz + l(g) x k) T1+1 - TZ l(g) T g?

kde I(u) znadi vedouci koeficient polynomu . Rekurzi pokra¢ujeme do té doby, nez
bude degr; mensi nez degg. To jisté nékdy nastane, protoze je vidy degr;y1 <
deg r;. Pritom evidentné plati f = gq; + r; pro vsechna i, a tedy posledni dvojice
qi,7; je hledanym podilem a zbytkem.

7Z algoritmu je vidét, Ze je-li g monicky, zadné zlomky se neobjevi a vysledkem
budou polynomy z R[z]

Jednoznacnost se dokaze podobné jako pro celd ¢isla. Kdyby f = gg1 +7r =
gqa + 72, pak g(q1 — q2) = ro — 11, tedy g | 7o — 1. Ptitom deg(re — r1) < degg,
tedy 7o —ry = 0, ¢ili 71 = ry. Z toho ihned plyne ¢1 — g2 = 0, tj. g1 = g2, protoze
g # 0 a jsme v oboru integrity. O

2.4. Koreny a délitelnost.
Bud f polynom z R[z] a a € R. Rekneme, Ze a je koren f, pokud f(a) = 0.
Ukazeme si, jak existence kofene souvisi s déliteli daného polynomu.

Tvrzeni 2.3. Bud R obor integrity, f € R[z] a a € R. Pak a je kofen polynomu
f prdvé tehdy, kdyz x —a | f.

Diikaz. (<) Predpokladejme, 7ze x — a | f. Pak f = (z — a) - g pro néjaké g € R[x]
a dosadime-li do f prvek a, dostaneme

f(@) = (a—a) - g(a) = 0- g(a) = 0.

(=) Budte ¢, r podil a zbytek pfi déleni polynomu f polynomem x — a (ty existuji,
nebot délime monickym polynomem). Tedy f = (z —a)-q+r a r je konstantni po-
lynom (zbytek musi mit mensi stupen nez délitel). Dosadime-li prvek a, dostaneme

0= f(a) =(a—a) q(a) +r(a) =0-q(a) +7=r,
takzer=0azxz—al f. -

Véta 2.4. Bud R obor integrity, 0 # f € R[x] a deg f = n. Pak md polynom f
nejuyse n koreni.

Diikaz. Budeme postupovat indukeci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 0, t;j.
f je nenulovy konstantni polynom, pak zadné kofeny nemé. Nyni predpokladejme,
Ze tvrzeni plati pro vSechny polynomy stupné nejvyse n. Je-li deg f = n + 1, pak
jsou dvé moznosti. Bud polynom f nemé zadny kofen, v tom pfipadé tvrzeni plati.
Nebo mé polynom f néjaky kofen a a v tom ptipadé jej lze podle predchoziho
lemmatu napsat jako f = (x — a) - g pro néjaky polynom g stupné n. Je-li b néjaky
jiny kofen, tj. f(b) = (b — a) - g(b) = 0, pak, protoze jde o obor integrity, musi byt
bud b = a nebo g(b) = 0. Protoze ma polynom g nejvyse n kofeni, ma polynom f
nejvyse n + 1 korenti. [

Priklad. Pocet kofent polynomu f samoziejmé miZe byt mensi nez deg f: napi.
polynom 22 + 1 nemé nad Z 74dny kofen a nad Z, mé jeden.



Poznamka. Véta 77?7 neplati, neni-li R oborem integrity, ale napf. jen komutativ-
nim okruhem s jednotkou. Pfedpoklad jsme pouzili v posledni fazi dikazu, kdyz z
f(b) = (b—a)-g(b) = 0 plynulo b — a = 0 nebo g(b) = 0. Uvazte napf. polynom
22 € Zy[z] nebo % + x € Zg[z]. Prvni z nich ma koteny 0,2, druhy 0,2, 3, 5.

Poznamka. Véta 7?7 neplati, neni-li R oborem integrity, ale napt. jen nekomutativ-
nim té&lesem — celd teorie délitelnosti funguje jinak. Piikladem je polynom x*—1 nad
okruhem kvaternioni, jeho kofeny jsou +1, +i, +j, +k (viz pfiklady v Sekci 77).

2.5. Derivace a vicenasobné kofeny.

Matematicka analyza zavadi pojem derivace realné funkce, tedy specialné také
polynomu nad redlnymi ¢isly. V oboru realnych ¢isel ma derivace jisty geometricky
vyznam (tecna grafu) a tak se také definuje (pomoci limit). Pro polynomy se z této
definice odvodi jisty vzorec, ve kterém figuruji koeficienty ptivodniho polynomu.
V diskrétnich oborech se geometrickd predstava ztraci (co je tefna grafu funkce
na celych ¢islech?), ale pfesto mé smysl derivaci zavést, a to tak, Ze postulujeme
zékladni vlastnosti, které derivace spliuje.

Definice. Definujeme derivaci v Rlz] jako zobrazeni D : R[z] — R[x] spliiujici
nésledujici podminky pro vSechny polynomy f, g € R[z]:

(1) D(f +9) = D(f) + D(9);

(2) D(fg) = gD(f) + fD(g);

(3) D(z) =1, D(c) = 0 pro kazdy konstantni polynom c.
Derivaci polynomu zpravidla zna¢ime zkrécené f' = D(f). Déle definujeme induk-
tivné derivace vyssich fada jako

f(O) _ f a f(k+1) _ (f(}c))l

Nez ukazeme vzorec na vypocet derivace, musime si ujasnit, co znaci v obecném
oboru R pfirozena c¢isla. Pod pfirozenym ¢islem n budeme rozumét prvek

n-1=1+1+4+...+1€R.
~—_—

Charakteristikou oboru R pak rozumime nejmensi n takové, ze n - 1 = 0, pokud
takové n existuje, resp. 0 v opa¢ném pripadé.

Lemma 2.5. Na kazZdém oboru integrity existuje prdvé jedna derivace a plati

n ! n—1 .
(Z a,@”) = Z(z + Da; 12"

i=0 i=0
Diikaz. Nejprve si v8imnéte, ze z (2) plyne (¢f) = c¢f’ + f¢' = c¢f’ pro kazdy
polynom f a kazdy konstantni polynom c. Dale indukei dokazeme, Ze (2")" = na™ 1.
Piipad n = 1 je pokryt vlastnosti (3) a dale, pomoci (2) a indukéniho pfedpokladu,
(2") = x(x" ) +2" ' = x(n—1)2" 2+ 2" = nz" L. Na zavér pouzijeme (1)
a vidime, ze (Y7 az?) = S0 (@ix’) = S0 (@) = 00 (i + Dagqat. O
Lemma 2.6. Bud R obor integrity, f,g € R[z] a n € N. Pak

1) (f+9)™ = f0) + g,
2) (f- 9™ = Dlico (7;) - f@ . g(n=) [Leibnitzova formule];

(3) (f) =n-frt-f.
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Dikaz je pouze technicky vypocet a doporucujeme Ctenari jej provést samo-
statné. Nize je uveden strucny navod.

Princip dikazu. (1) Indukei podle n. Pro n = 1 viz definice. Indukéni krok plyne
z vipoctu (f+¢)" = ((f+9)"~1) = (=D +gn=) = (F=D) 4 (gIn=1) =
£ 4 g,
(2) Indukei podle n. Pro n = 1 viz definice. V indukénim kroku vyuZijte znamy
n n n+1
vzoree (7) + (;1,) = (zil)
(3) se dokaze snadno indukei podle n pomoci (2). O

Tvrzeni 7?7 umoznuje definovat nasobnost kofene daného polynomu.

Definice. Rekneme, 7e a € R je n-ndsobny koven polynomu f € R[z], pokud
(@=a)"|f a (z—a)" ' tf.

Nasobnost korene daného polynomu tzce souvisi s kofeny derivaci tohoto po-
lynomu. Vztah popisuje nasledujici véta. Jeji hlavni vyznam spociva v tom, ze
umoznuje vypocetné podchytit pojem nasobnosti kotene.

Véta 2.7. Bud R obor integrity, 0 # f € R[z], a € R a predpoklidejme, Ze

charakteristika oboru R je bud 0, nebo je vétsi nez deg f. Pak jsou ndsledugict
tvrzent ekvivalentni:

(1) a je n-ndsobny kofen polynomu f;

(2) fOa) = ... = f* D (a) =0 a [(a) £0.
Diikaz. (1) = (2). ProtoZe je a n-nésobny kofen polynomu f, miizeme napsat
f=@—a)"-g

pro né&jaky polynom g spliiujici g(a) # 0. Pomoci Leibnitzovy formule spocitdme
k-tou derivaci polynomu f pro k < n:

fH =3 (’:) (= ) . g

:é(ﬁ) nn—1)-...-(n—i4+1)-(z—a)" " gk,

Je-li k < n, v kazdém ¢lenu souétu je £ — a v nenulové mocnin€, a tak dostavame
k

fPa)=>"0=0.

i=0
Je-li k = n, pak

n—1
f = (Z) -n!-g(0)+z (?) nn—1)-...-(n—i+1)-(x—a)"t gD
i=0

a ze stejného divodu
n—1

f™@)=1-n!g(a)+ Z 0=n!-g(a).
=0
Kdyby f(™(a) = 0, méli bychom (z definice oboru integrity) bud n! = 0, nebo
g(a) = 0. Pfitom g(a) # 0 (viz zacatek dikazu), takze n! =n(n—1)-...-1=0.



Opét, z definice oboru integrity, néktery z prvka 1,...,n by musel byt roven nule.
A to je ve sporu s predpokladem na charakteristiku oboru R.

(2) = (1) Protoze f©(a) = f(a) = 0, prvek a je kofen polynomu f. Musi
to tedy byt m-nasobny kofen pro néjaké m > 1. Uzitim vySe dokézané implikace
dostavame, ze f©(a) = ... = f(mV(a) =0 a f(™(a) # 0, a tudiz m = n. O

Uloha. Spo¢téte nasobnost kofene 1 polynomu f = z* + 23 + 22 + o + 1 v Zs[z].

Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze jsou splnény piedpoklady Véty ??, protoze deg f =
4 < 5, coz je charakteristika oboru Zs. Postupné spoéteme f(1) = 0; f/ = 423 +
322 + 22 + 1, tedy f'(1) = 0; f” = 222 + 2 + 2, tedy f"'(1) = 0; f" = 4z + 1,
tedy f"'(1) = 0; a nakonec f"" = 4. Cili 1 je 4-nasobny koten. (Roznasobenim
snadno ovéiime, Ze (x — 1)* = f, coz nas mohlo, ale nemuselo napadnout hned na
zacatku.) O

Je-li charakteristika oboru R pfili§ mald, Véta 7?7 neplati: muze se stat, ze
f (a) = 0. Podivame-li se na zavér ditkazu, zjistime potencidlni problém v tom, ze
muze nastat n! = 0. Skutecné, uvazujeme-li napiiklad pfedchozi tlohu nad télesem
Zo, vyjde f' =224+ 1,atedy f/ = f" =...=0.

Z Véty 7?7 plyne jedno dtlezité kritérium existence vicenasobného korene. Je-li
a alesporti dvojndsobny kofen polynomu f € R[z] a charakteristika R je rtiznd od
2, pak  — a déli polynomy f i f’, tedy tyto dva jsou soudélné. Pokud je R téleso,
mizeme spocitat Eukleidovym algoritmem nejvétsi spoleény délitel polynomu f, f/
(viz Sekce ?7?), a pokud tento vyjde 1, polynom f uréité zadny dvojnasobny kofen
nema.

2.6. Véta o interpolaci.

S kofeny polynomu souvisi tzv. interpolace: predepiSseme-li hodnoty v n bodech,
existuje pravé jeden polynom stupné < n, ktery v téchto bodech nabyva danych
hodnot.

Véta 2.8 (o interpolaci). Bud T téleso. Méime po dvou rizné body ay,...,a, €T
a libovolné hodnoty uy,...,u, € T. Pak existuje prdvé jeden polynom f € T|[z]
stupné < n spliugici f(a;) = u; pro vSechnai=1,... n.

Neni tézké nahlédnout, ze feSenim je polynom
Z T—a
_ — %
F=2\w-llo—0 ]
i=1 i J

tikd se mu nékdy Lagrangeuv interpolacni polynom.

Diikaz. Dosazenim do uvedeného vzorce snadno zjistime, ze
f(ak):0+...+0+uk'Hu+0+...+0:uk.
Gk Ve

Zbyva dokazat jednoznacnost. Uvazujme dva polynomy f, g stupné < n spliujici
f(a;) = g(a;) = u; pro vSechna i a oznaéme h = f — g. Pak h(a;) = 0 pro vSechna
i, tedy podle Tvrzeni ?? (z — a;) | h pro kazdé i. Indukei podle n dokdzeme, ze
(x—ay)-...-(x—ay) | h. Pron =1 je tvrzeni trividlni. V indukénim kroku napisme
h = (z — a,)h. Protoze 0 = h(a;) = (a; — a,)h(a;) pro viechna i < n, a protoze
a; # a, pro viechna i < n, musi platit h(a;) = 0 pro viechna i < n. Z indukéniho
piedpokladu plyne (z —a1) - ... (x —a,_1) | b a ze vztahu h = (x — a,)h plyne



dokazované tvrzeni. Nyni si sta¢i uvédomit, ze deg(z—aq)-...-(x—a,) = n, zatimco
deg h < n, takze musi byt h = 0, coz znamena f = g. (I

Diikaz véty o interpolaci ndpadné piipominé dikaz ¢inské véty o zbytcich. Ve
skutecnosti je velmi podobné i znéni véty: podminku f(a;) = u; 1ze napsat ekviva-
lentné jako f = u; (mod x—a;), takze vlastné Fesime soustavu kongruenci vzhledem
k polynom@im x — ay, ..., x — a,. Reeni je uréeno jedozna¢éné mezi polynomy ome-
zeného stupné. Véta o interpolaci a ¢inskd véta o zbytcich maji spoleéné zobecnéni,
které je predmétem Sekce 77.

Dusledek 2.9. Bud T konecné téleso. Pak pro kazdou funkci f : T — T existuje
prdvé jeden polynom g € Tx] stupné < |T| takovy, Ze f(a) = g(a) pro kaZdé a € T.

Diikaz. Interpolujme v bodé a hodnotou f(a), pro kazdé a € T. O

Pro nekonecnd télesa samoziejmeé nic takového platit nemuze, presto polynomy
hraji dtlezitou roli i v redlné analyze: napt. Weierstrassova véta fika, ze kazdou
spojitou realnou funkci na omezeném uzavieném intervalu lze polynomem libovolné
presné aproximovat (tj. pro kazdou spojitou f : [u,v] = R a kazdé £ > 0 existuje
polynom g € R[z] takovy, Ze |f(a) — g(a)| < € pro kazdé a € [u,v]).

3. KVADRATICKA ROZSIRENI CELYCH CISEL

Cil. UkdZeme si zdkladni triky pro pocitdni v oborech Z[\/s].
Zvldstni pozornost bude vénovdna Gaussovym celym cislum.

vevs

Zde se soustiedime na obory Z[y/s], pro obecnéjsi teorii doporuc¢ujeme libovolnou
knihu o algebraické teorii ¢isel. Bud s éislo, jez neni délitelné druhou mocninou
zédného prvocisla, a definujme zobrazeni

v:Z[\s] - NuU{0}, a+by/s — |a® — sb?|.

Je dobré mit na paméti, Ze pro s < 0 je v(u) = |ul?, ¢tverec obycejné absolutni
hodnoty komplexniho ¢isla, diky ¢emuz se da ¢asto aplikovat geometricky nahled na
situaci. Zobrazeni v nazyvame normou. Zékladnim pozorovanim je fakt, Ze norma
se chova hezky vzhledem k délitelnosti.

Tvrzeni 3.1. Pro kaZdd u,v € Z[\/s] plati

(1) v(u-v) =v(u) v(v),

(2) v(u) =1 < u je invertibilni, &. existuje w € Z[/s] takové, Ze uvw = 1.
Diikaz. (1) Ozna¢me v = a + by/s a v = ¢+ dy/s. Pak
v(u-v) = v((ac + sbd) + (ad + bc)/s)
= |a®c® 4 2sabed + s202d* — s(a®d? + 2abed + b2c?)|
= |a®c® 4 s*b2d* — sa’d® — sb>c?)|
= |a® — sb?| - |? — sd?| = v(u) - v(v).
(2) Pokud v(u) = v(a+by/s) = |a® — sb?| = 1, pak a® — sb? = (a+by/s)(a—by/3) =

+1, a tedy w = +(a — by/s). Opacna implikace plyne z (1): je-li uw = 1, pak
1=v(1) = v(uw) = v(u)v(w), a tedy v(u) = v(w) = 1. O
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OBRAZEK 1. Déleni se zbytkem v Z[i].

Pro nékteré obory Z[y/s] umoziiuje norma definovat déleni se zbytkem. Fakt,
ze zbytek by mél byt ,mensi“ nez délitel, formalizujeme pomoci normy. Déleni se
zbytkem funguje napi. pro obory Z[i], Z[iv/2] nebo Z[v/2], pro jiné podil a zbytek
v tomto smyslu neexistuje, napf. pro Z[iv/3] nebo Z[/5]. Diikaz provedeme pro
Gaussova celd ¢isla.

Tvrzeni 3.2. Pro kaZdd u,v € Z[i], v # 0, existuji q,r € Z[i] spliugici podminky
u=vg+r av(r) <v).

Drkaz. PoloZzme
u
z=—-—€C
v

(pfesny podil v C). Bud ¢ nejblizsi prvek Z[i] k prvku z (tj. takovy, pro ktery je
|z — ¢| minimalni); je-li takovych vice, zvolme libovolny z nich. Polozme

r=u—vq.
Pak zfejmé vqg + r = u a zbyva dokazat, ze v(r) < v(v). Jakd je vzdélenost ¢
a 27 V nejhorsim piipadé je z uprostied ¢tverce s celo¢iselnymi vrcholy, tedy urcité
|z —q] < ? < 1. Proto

U
v(r) =Irl® =lu—vgl® = [o* - | = q* = [v]” - [z = g” < [o]* = »(v),
]

Na rozdil od situace v Z ¢ pro polynomy (viz Tvrzeni ?7?), podil a zbytek ¢,r
neni urcen jednoznac¢né: napt. z = % + %z lze zaokrouhlit ¢tyfmi zpisoby, kazdy z
nich bude spliiovat uvedené podminky.

Pro obory Z[iv/2] & Z[e?>™"/?] 1ze diikaz provést zcela analogicky, protoze i zde
plati v(u) = |ul? a jediny rozdil tak je v odhadu |z — q|. Pro Z[iv/3] uz dikaz
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neprojde, protoze stfed obdélnika mé vzdélenost od vrcholu rovnou 1. (Ve skutec-
nosti v tomto oboru neni mozné délit se zbytkem zadnym zptisobem. Tato teorie
je predmétem nésledujicich dvou sekci.) Pro obory Z[/s] s kladnym s schazi geo-
metricka predstava, nicméné pro s = 2,3 funguje podobny algoritmus déleni, staci
zaokrouhlit koeficienty presného podilu. Dikaz odhadu normy zbytku je vSak o
néco komplikovanéjsi.



