Kapitola 1

Bodova a stejnomeérna konvergence

Motivacni otazky:

9 1
l4+z+2"4+ ... =
11—z
Mizeme tuto rovnici derivovat? Tj. plati
1+22+32° 4+ ... = 1,
T A

Kdy lze zaménit limitu a derivaci?
Je limita spojitych funci spojita funkce?

|. Pak f(z) = lim, .« fn(x) je funkce dand

Piiklad 1.1 Necht f,(x) = 2", z € [0,1
(1) = 1. Tedy v tomto pripadé limita spojitijch

predpisem f(x) =0 prox € [0,1) a f
funkci neni spojitd funkce.

Definice 1.1 Necht f,: M — R a f : M — R. Rekneme, Ze f, konverquji k funkci
f bodové na mnoziné M, jestlize Vx € M je lim, .o fo(x) = f(x). Znacime f, - f.
Definice 1.2 Necht f,: M — R a f : M — R. Rekneme, Ze f, konverquji k funkci
f stejnomérné na mnozine M, jeslize
Ve >03n, e NVn >no Ve e M:|f.(z) — f(x)] <e.
Znacime f, = f (je-li mnozina M zrejmd z kontextu, tak pouZivime znaceni f, = f,
M

nebo jen f, = ).
Rekneme, Ze tada S50 vi(x) konverguje stejnomérné na M k S(z), jestliZe po-
sloupnost jejich cdstecngch soucti Y vi(x) konverguje stejnomérné k S(x) na M.
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Poznamka 1.1 f,, konverguji k funkci f bodové na mnozine M < Ve > 0 Vr €
M In, € NVn > ngy: |fo(x) — f(z)] < e. Rozdil je v prohozeni poradi Vx a Ing.
Zatimeco u stejnomeérné konvergence volba ng nezdvisi na bodu x (je pro vsechna x
stejnd), u bodové konvergence zdviset miiZe.

Poznamka 1.2

 fuzf = fug f

My Mo

M{UM>

Pro e >0 3ny € N takové, Ze Vn > ny Yo € My : |fu(z) — f(z)] <€ a
dng € N takové, Ze ¥Yn > ny Yo € My : |fu(x) — f(z)] < e. Tedy Vn >
max{ni,ne} Yo € My UM, : |f.(x) — f(z)| <e

Cviceni 1.1 Necht f, = f. Jsou-li vsechny f, na M omezené, je také f na M
M

omezend. DokaZte.

Véta 1.1 Necht f, - f. Oznacme o,, = sup|f.(x) — f(x)].
zeM
Pak fo = f © limy o 0 = 0.
M

Dikaz

(<) Zvolme e > 0, pak existuje ng € N takové, ze ¥n > ng plati o, = sup|f.(z) —
M

ze
f(z)| < e. Tedy pro kazdé x € M a kazdé n > ng je |fn(z) — f(z)| < €, a proto
fn konverguje k f stejnomérné.

(=) Zvolme ¢ > 0, pak existuje np € N takové, ze Yn > ng a Yo € M plati
o) = f2)] < 5, tedy 0, < 5 <.

0

Véta 1.2 (B.C. podminka pro =) Posloupnost funkci f,, je stejnomérné konver-
gentni na M (existuje funkce f takovd, Ze f, = f) prave tehdy, kdyz Ve > 0 Ing €
N Vn,m > ng Ve € M plati | f,(x) — fm(x)| < & (Bolzano-Cauchyova podminka,).

Dukaz



(=) Je-li posloupnost f, stejnomérné konvergentni na M, pak existuje funkce f
takova, ze Ve > 0 dn, € NVn > ng Vo € M: |f,(z) — f(z)] < 5. Tedy

(@) = fin(@)] = [fu(x) = f(2) + f(2) = fm(2)]
< |foulz) = f(2)] + | fin(z) — f(z)| <€ Vn,m >n, Ve M.

(<) Nejprve ukdzeme bodovou konvergenci (tj. existenci limitni funkce f). Zvolme
x € M, pak plati B.C. podminka pro posloupnost f,(x) (posloupnost realnych
¢isel), a proto je tato posloupnost konvergentni. Oznacme f(x) jeji limitu.

Zvolme £ > 0, pak existuje ng € N takové, ze VYn, m > ng plati | f,,(x)— fin(z)| <
5 (B.C. podminka). Tedy pro n > ng a libovolné x € M plati

[fu(@) = f(@)] = |falz) = lim fin(2)] = lim [fu(x) = fn(2)] < g <e.
O

Véta 1.3 (Weierstrassova) Necht Vi € N Vo € M plati |v;(z)] < w;(x). Pak
Yimwi(r) = = 30 o) = a 2 vilx) =

Dikaz ;0 vi(x) = pravé tehdy, kdyz plati B.C. podminka pro posloupnost
¢astecnych souctu Y ", v;(z). Zvolme € > 0, pak existuje ng € N takové, ze Vm >
n > ng Ve € Mplati | D7 wi(x)=> " wi(x)| = |wps1 (2) +FwWpgo () +...Fwn(x)| <
e (32, wi(x) = a tedy plati B.C. podminka). Jelikoz

[VUn1(2) 40 ()] < 1 (@)|+- oo om(2)]| < |wpp1(2)Fwppo () +.cFw, (x)] < e,

tak plati B.C. podminka i pro Y1, |v;(z)] a Y"1, v;(z) a tedy jsou obé Fady stejno-
mérné konvergentni.
O

Véta 1.4 Necht f,, je posloupnost funkci a plati:
i) fn = f

(a,b
it) ezistuje vlastni limita lim,_y,_ f. (), oznacme tuto limitu F,.

Pak

a) Existuje vlastni limita F = lim,_,, F,,
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b) existuje vlastni limita lim,_,,_ f(z) a plati lim,_,_ f(x) = F.

Tedy
lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

n—o00 r—b_ r—b_ n—o0

Diikaz
a) Jelikoz f,, =, tak plati B.C. podminka, tedy pro kazdé e > 0 Ing € NVn,m >

(a,b)
no Vo € (a,b) : |fu(x) — f(2)| < 5. Pak

€
|Fn - Fm' = | lim fn(x) — lim fm(‘x)‘ = lim ‘fn(m) - fm(xﬂ < - < &€,
r—b_ r—b_ z—b_ 2
tedy plati B.C. podminka i pro posloupnost realnych c¢isel F),, a proto je tato
posloupnost konvergentni, tedy existuje vlastni limita F' = lim,,_,, F},.
b) Zvolme £ > 0. Z bodut i), ii) a a) postupné mame, ze

— 3ng € NVn > nj Vo € (a,b) :|fulz) — fl2)] <&,
— pro kazné n € N 30, > 0 Vo € (b — 0,,0) : |fu(z) — F| < 3,
— 3n§ e NVn>nf:|F,—F| <&

Pro n® > max{n},n3} a Vo € (b — 0,3,b) dostaneme

[f(x) = Fl = |f(z) = fus(x) + fus(x) = Fos + Fos — F]|
< ’f(l') - fn3(x)’ + ’fn?’(x) _Fn3‘ + ‘Fn3 - F’ <E€.

Tedy lim,_,,_ f(x) = F.

O

Disledek 1.5 Necht f, jsou spojité funkce na intervalu (a,b) a f, = f. Pak f je
(a,b)
spojitd na (a,b).

Diikaz Zvolme ¢ € (a,b), pak dle véty 1.4 plati lim,, oo lim, . f(2) = lim, . lim,, . fr(2).
Tedy
lim f(x) = lim lim f,(x) = lim lim f,(x) = lim f,(c) = f(¢).
n—o0

Tr—cC r—CnN—0o0 n—o0 r—C



Véta 1.6 Necht f, je posloupnost redlnych funkci, které maji na intervalu J vlastni
derivaci. Necht dale plati:

i) Ezistuje bod x € J takovy, Ze f,(x) je konvergentni.
J
Oznac¢me g = lim,,_, f!, pak

a) Ezistuje funkce f na J takovd, Ze f, — f na intervalu J a tato konvergence je
navic stejnomérnd na kazZdé omezené podmnozinée J, C J.

b) f' =g na J. Jinak zapsino
. T /
(lim f,(2))" = lim f,(z).
Dikaz

a) Necht posloupnost {f,} konverguje v z¢g € J, C J a J, je omezend mnozina.
Ozna¢me K = sup,¢; |r — x|, pak pro libovolné = € .J, dostaneme

|fn(x) - fm(x)| - |f'n(x) - fm(x) - (fn(xo) fm(x(J)) + fa(z0) — fm(x0)|
< [fa(@) = (@) = (fal20) = fin(20))| + [fn(20) = fin(0)]
= |[f2(&) = [r(O](@ — zo)| + | fulz0) = frm(@0)]
= [/2(&) = F(OIE + [fu(x0) = fm(wo)l,

kde £ € (z,79) (nebo & € (wg,z)). Pro € > 0 existuje n} € N takové, Ze
| fr(z0) — fm(x0)| < S pro vSechny n,m > ng a existuje nj € N takové, ze

(&) = [ (E)] < 5% pro vsechny n,m > nZ. Tedy
|fulz) — fn(2)] <,

pro viechna n,m > max{n{,n3} a pro viechna r € J,. Tedy posloupnost
{fn(z)} spliiuje B.C. podminku a proto je stejnomérné konvergentni na .Jj,.

1Jelikoz & je z omezené podmnoziny intervalu J a
f! konverguje na omezené podmnoZiné stejnomérné a tak pro néj plati B.C. podminka viz véta

1.2



b) Necht =z € J a oznacme ¢,(h) = M, pak f/(x) = limy_qpn(h).
Ukazme nejdifve stejnomérnou konvergenci funkei ¢,. Zvolme £ > 0 a h > 0,
pak

[0u(h) — @) = 3 1fulw +B) = Fula) = (fnl + B) = fn(@))
G AGEE

pro vechny n,m > ng a véechny h € (0,4), kde & € (0, h). Tedy ¢, = dle véty
1.2. S pouzitim véty 1.4 dostaneme

g= lim f; = lim lim ¢,(h) = lim lim ¢, (h)
n—o0

n—o00 h—0 h—0 n—oo
n h - Jn . h - /
 tiy gy ROl D S gy

0

Priklad 1.2 Bodovd konvergence v alespon jednom bodé xqo v predchozi véte je pod-
statnd. Necht fn(x) = x + n, pak f(x) = 1, tedy f/(z) = 1, ale presto f,(x)
nekonverguje.

Véta 1.7 (limita a Riemannuv integral) Necht f,(z) maji na |a,b] Riemanniv

integrdl o f, = f. Pak
[a,0]

lim fn Ydx = / flz
n—oo

Dukaz
b b
ti | [ pwyde = [ flade] =t | [ (7o) = f@)o

<t [ 1fule) - f@)lde

b
< lim [ sup [fu(z) — f(z)|dx
n=0 Jo  x€la,b]
b
= lim [ o,dx = lim (b—a)o, =0.

n—o0 a n—oo

V posledni rovnosti vyuzivame vétu 1.1.



Poznamka 1.3 Leibnizovo kritérium a Abel-Dirichletovo kritérium plati i pro stej-
nomernou konvergenci rad, pokud v predpokladech nahradime konvergenci stejnomér-
nou konvergenci a omezenost stejnomérnou omezenosti. Kde stejnomérnou omeze-
nosti funkci f,(z) na mnoziné myslime, Ze ezistuje K € R takové, Ze pro vsechny
x € M a vsechnyn € N je |f.(z)| < K.



Kapitola 2

Mocninné rady v C

Definice 2.1 Y7 a,(z — 2)", kde a,,z,20 € C nazjvime mocninnou radou se
stredem v bodé zy a koeficienty a,. Substituci u = z — zy prevedeme radu do tvaru
Yo ganpu™, coZ je tada se stredem v nule.

Véta 2.1 Necht tada - a2} konverguje pro z; # 0. Pak:
a) Rada Y > a,2" konverguje absolutné pro vsechny z € C, spliugici |z| < |2

b) Rady 02 anz" ad o an|z|™ konvergui stejnomérné na kazdé mnoZiné M, =
{z € C:|z| < p}, kde p < |z].

Dukaz

a) Necht |z] < |z1|, pak |a,2"| = |a.27 5| = |anz]| - ‘z—:’ Jelikoz a,2} — 0
1 1

(fada > 7, a,z" konverguje), tak je ¢len |a,z}'| omezeny, tedy |a,z]| < K €

R. Ozna¢me q¢ = % < 1, pak |a,z"| < Kq" a jelikoz je fada )~ Kq"

konvergentni, tak konverguje fada -  a,2z" absolutné.

b) Jelikoz |a,z"| < |a,p™| atada Y - |anp™| konverguje stejnomérné'. Tedy apli-
kaci Weierstrassovy véty 1.3 dostaneme stejnomérnou konvergenci pro rady
Do @nz™ a3 an 2|

O

'Konvergence plyne z bodu a), stejnomérnost z faktu, Ze tato fada neni fadou funkci, ale fadou
redlnych cisel, a tedy konverguje stejnomérné, jelikoz se na jeji ¢leny lze divat jako na konstantni
funkce.



Véta 2.2 Ke kazdé radé .~ ,a,2" existuje pravé jedno R € [0, 00] takové, Ze plati:
a) Je-li |z| > R, tak Tada divergugje.
b) Je-li |z| < R, tak rada konverguje.
¢) Rada konverguje stejnomérné na mnoziné M, = {z € C : |z| < p}, kde p < R.

R pak nazjvame polomér konvergence tady Y ., anz".

Diikaz Definujme R = sup,cc{|2| : >, 2™ konverguje}. Ukazeme, ze takto defi-
nované R ma vlastnosti a), b) a c).

a) Z definice R plyne, 7ze R > |z| pro vSechna z € C, ve kterych fada konverguje.
Proto fada nekonverguje pro kazdé |z| > R.

b) Je-li |z| < R, pak existuje z; € C takové, ze |z] < |z1| < R a fada ) a,z2}
konverguje. Tedy konverguje fada > a,2™ dle véty 2.1 a).

c) Je-li p < R, pak existuje z; € C takové, ze p < |z1| < R a fada > a,z}
konverguje. Stejnomérna konvergence na mnoziné M, plyne z véty 2.1 b).

Jednoznacnost R plyne z bodu a) a b). Jsou-li Ry < Ry takové, Ze oba splnuji
body a) a b), pak pro z € C spliujici Ry < |z2| < Ry plati, Ze tfada ) a,z"
musi konvergovat z bodu b) aplikovaného na R, a zaroven musi divergovat dle
bodu a) aplikovaného na R;. Proto je polomér konvergence R urCen jednoznacné.
O

Priklad 2.1 e > 7, 2—7;, kde z € C. JelikoZ rada Ezozoi—l!n = el konverguje
pro vsechna z € C, tedy je polomer konvergence R = oco. Konvergence neni

stejnomérnd v celé rovine, ale pouze v kazZdé omezené podmnoziné komplexnich
cisel.

e > 2 nlz". Tato tada konverguje jen pro z = 0, tedy je polomér konvergence

R=0.
e > 22" Tato Tada konverguje pro |z| < 1, tedy polomér konvergence je R = 1.

Oblast konvergence rtad v tomto prikladu lze vysetrit pomoci limitniho podilového
kritéria.



V predchozim prikladu jsme si ukézali priklady fad s riaznym polomérem konver-
gence. V nasledujicim prikladu si ukazeme rady se stejnym polomérem konvergence,
ale s rtiznym chovanim na hranici konvergen¢niho kruhu.

Priklad 2.2 U wsech tad v tomto prikladu je polomér konvergence R = 1. To

lze ukdzat aplikaci limitniho podilového kritéria, napr. pro proni pripad dostaneme

“’l’;*'” = lim,, % = |z|, tedy Tada konverguje pro |z| < 1 a diverguje pro

lim,, o0
|z| > 1.

e > 2" Probod z =1 dostaneme tadu Y1 = oo, tedy tada diverguje. Pro
z = —1 dostaneme radu > (—1)", tedy oscilujici radu.

e > % Probod z =1 dostaneme Tadu } - L — oo, tedy rada diverguje. Pro

nln

z = —1 dostaneme radu ) (T, tedy rada konverguye dle Leibnizova kritéria.

e > 2 2 1 23, =, pak Tada konverguye na celém konvergencénim kruhu (tedy pro vsechna

|z| = 1) jelikoz Y~ -5 je konvergentni Tada.

Véta 2.3 Bud )~ a,2" mocninnd rada. Pak

an

a) Je-li a, # 0 a existuje-li ndsledujici limita, pak R = lim,,_,., |

b) Pro polomer konvergence plati R = 1\/— Poznamenejme, Ze mdme-Ili na

lim sup |an|

pravé strané rovnosti vijraz —, tak je R = 0 a pokud je na pravé strané vijraz
1 o

5 je R = oo.

Diikaz
a) Pouzijeme limitni podilové kritérium. Ozna¢me b,, = |a,2"|, pak fada > - b,
Yoo lan2"| konverguje, jestlize limy, o 2% b”“ < 1 adiverguje, jestlize lim,, bg“

1. Tedy z nerovnice

b n+1
lim 2l gy 12 |a"+1|]z| <1
n—oo b, n—00 |anz"| n—00 |an|

oal

dostaneme, Ze pro |z| < lim, T rada konverguje. Podobné z nerovnice

‘an|

ant1

bn+1 |an+1|

bn
Proto je polomér konvergence R =1im,

lim,, o0 = llmn_)OO |z| > 1 dostavame divergenci pro |z| > lim,,_, ., o

lan|
lant+1]”
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b) Pripomenme, ze limsup b, := lim,, (sup bk) (pro shora omezenou posloup-
k>n
nost {b,} a limsupb, := oo pro shora neomezenou posloupnost {b,}. Tedy

lim sup b, je nejvétsi hromadnd hodnota z hodnot posloupnosti {b, }. Jinak re-
¢eno, existuje vybrana posloupnost {by, } takova, ze lim, o by, = limsup b,
ale neexistuje zadnd vybrana posloupnost {b, }, kterd by méla vétsi limitu.

— Necht |z| > R = hmnwslup Yok pak lim,,_,o sup {/]z["|a,| > 1, tedy pro

nekonecné mnoho n € N plati, ze {/|z|"|a,| > 1 a tedy i |z|"|a,| > 1.
Proto posloupnost {a,2"} nemé nulovou limitu, z ¢ehoz plyne divergence
fady ) - a,z" (neni splnéna nutnd podminka konvergence).

— Necht |z| < R, tedy lim, . sup {/|z|"|a,| < 1. Proto existuje np € N a
q < 1 takové, ze Vn > ng plati {/|z|"|an| < ¢, tedy |z|"an| < ¢ ¥n > ny.
Jelikoz fada ), ¢" konverguje, tak konverguje i fada > - |an||2|", a
tedy i fada Y~ a,2".

0

Véta 2.4 (Abelova) Necht)" > a,z" md polomér konvergence R € (0, 00). Jestlize
konverguje tada " a, R", pak

Zanz" = na [0, R].
n=0

Diikaz Pouzijme tipravu Y- a,2" = 3 a,R" (%)". JelikoZz Fada Y- a,R" konver-
guje stejnomérné? a posloupnost (%)n je stejnomérné omezend® a monoténni. Tak
rada > a,2" konverguje stejnomérné dle Abel-Dirichletova kritéria (nebo presnéji
pro verzi Abel-Dirichletova kritéria pro stejnomérnou konvergenci).

O
Lemma 2.5 Rady Yo @™ @ Y o nayz" " maji stejny polomér konvergence.

Diikaz Ozna¢ma Ry polomér konvergence fady » -, a,z" a Ry polomér konver-
N 00 n—1
gence fady >~ napz

2Je to fada konstantnich funkei.
3(%)” <1 pro v8echna z € [0, R]
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e Necht |z| < Ry, pak |a,2"| = |na,z"7*| - |2|. JelikoZ posloupnost {‘in'} je ome-
zend a klesajici, tak z konvergence fady >~ |na,z""!| (absolutni konvergence
fady > o7 na,z""' pro |z| < Ry plyne z véty 2.1, a)) plyne konvergence fady
Yoo o anz" (dle Abel-Dirichletova kritéria), takze Ry < Ry.

o Necht |z| < Ry, pak existuje z; € C takové, ze |z| < |z1] < R;. Tedy
n

2

0 n .
=| - JelikoZ je fada ) |a,z1|" konvergentnf a

[na, 2"t = |anzn’\7n| = ‘anzﬁ%
n
je omezend a klesajici?, tak fada > |na,2"!| konverguje

n
|2l

a proto je Ry < Rs.

£

posloupnost =

7 predchozich bodu dostavame R; = Rs.
O

Véta 2.6 Necht R je polomér konvergence tady Y ., a,x”. Pak tuto radu mizeme
libovolné derivovat a integrovat uvnitr intervalu (—R, R) a plati

/

o e.)
E a;x' | = g ja;xt
i=0 i=1

Diikaz Je-li R polomér konvergence fady Y - a;a’, pak dle lemma 2.5 je to také
polomér konvergence fady » >, ia;z*~". Pro vSechna 0 < R < R plati, Ze obé fady
konverguji na [—R, R] stejnomérné (dle véty 2.1, b)). Oznaéme S, = > i a;z", a

necht = € (—R, R)®, pak

!/ n /

. I :
a;z" | = (lim Sn> véta 1.6 lim (S,) = lim Zaixz

n—r00 n—00 n—+00 —
1=

n oo
= lim E jacl ) = E ;.
n—oo
i=1 i=1

U integrovani postupujeme obdobné.

0

S
I
o

Dasledek 2.7 Mocninnd rada je Taylorova tada svého souctu.

Diikaz Necht S(z) = 302 g ana™ (S(x) je tedy soucet mocninné fady. Zde je tfeba podotknout, ze pracujeme jen uvnitt kruhu

konvergence této rady, tedy s z, pro které plati |z| < R.), pak
(k)
S (z) = Yol ann(n —1)(n —2)..(n — k+ 1)a™ ¥ (dle véty 2.6). Pro & = 0 dostavame S(F)(0) = apk! = ap, = Sk7|(0)

0

—1

4Je Kklesajici pro n > a jdouci do nuly.

21

5Poznamenejme, ze pro kazdé = € (—R, R) existuje R < R takové, ze © € (—R, R).
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Priklad 2.3 Vime, Ze lim =3 gz a H»Lﬂ? =30 o(=1)"a™ pro |x| < 1 (Jde o geometrickou Tadu s koeficientem x, resp. —x.),

tedy polomér konvergence téchto rad je R = 1. Dle véty 2.6 lze obé 7Tady integrovat na intervalu (—1,1). Z druhé rovnosti dostaneme, Ze

< (1)t

In(l+z) = Z

n=0

+C,
n—+1

kde C je integracni konstanta. Po dosazeni x = 0 dostdvdme In(1) = C = 0, tedy

oo (71)"+1x"

In(1+4z) = Z

n=1 n

(—pnti L . oo s , 0o (=D tlgn . . o
——— konverguje dle Leibnizova kritéria, tak fada 3507 — konverguje stejnomérné na [0, 1] (Dle Abelovy

Jelikoz rada Y500 4
_yntl
véty 2.4) a tedy In2 = Y00 % Je treba si wvédomit, Ze zde byla pouZita véta 2.6, kterd ndm zarucuje rovnost In(l + z) =
_1ynn+1
:/0:0 % na (—1,1) (pro z = 1 tato rovnost plati bud pokud vétu 2.6 preformulujeme tak, aby platila i v bodé R za predpokladu
stejnomérné konvergence na [0, R] a nebo pokud udéldme v rovnosti limitni prechod pro x jdouct zleva do jedné).

Priklad 2.4 1 _ — yoo 1) a2n 1. Int i dost S D it
Fikla . 1522 meo(—1)"z pro |z| < 1. Integrovdnim dostaneme arctge = 3 > T
(71)nw2n+1
konvergentni radu dle Letbnizova kritéria. Tedy rada 2101,0:0 e m—
_yno2n+1
[0, 1) plati rovnost arctge = > 0L (lgniil
(=»" — (=™
ne0 TRt tedy T =430 0 T

. Pro x = 1 opét dostaneme

konverguje stejnomérné na [0, 1] dle véty 2.4 a na intervalu

. Ze spojitosti funkce arctg(x) v jednicce a aplikaci véty 1.4 dostdvame: G = arctg(l) =

Piiklad 2.5 f(z) = (1 + z)?, pak f(")(z) =pp—1)...(p—n+ 1)1+ )P, tedy (1 +2)? =37, (g)a:" pro |z| < 1 (az na

vyjimky (1 + z)2 =1+42z+ 22, tj, kdy p € N). Zde pouzivdime znadent (i) = w a (8) =1.

1 > 1 > Ll _ 1)L - 1
(1+x>§=2<2)w"=1+22(2 kg mnt D o
n=0 T n=1 n!
> 1(1—2)...(1—2n+2) , z & ()" 1.3 (2n-3) ,
=1 =1 —
+nZ::1 2nn! “ *s +n:2 2nn! N

Pak

1 1 X (—1)""'1.3..(2n -3 1\n
ViT=yi6F1=4 1+7:4[1+ + =y @n ><7> ]
16 2.16 2np 16

n=2

— +
216 421162 233! 163

11 1 1 1-3 1 ]

[NIE

Y= 3 (TE) e

n=0 "

1 sl -
. !’
arcsinx = — =
( ) V1—z2 ZO ( n

n=

oo 1 n, 2n+1
—5 —1)"x
arcsinz = Z ( 2) =1
ne=0 n 2n + 1

Priklad 2.6 Rozvirnite do mocninné rady %
x4 —5x+6

1 1
S S SN SR S
z2 — 52+ 6 (z — 2)(xz — 3) z —3 z— 2 1-% 1-3
122 so\n 1 X2 saa\n S 0o un
52 G) R G) e e
n=0 n=0 n=0 n=0
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Kapitola 3

Funkce vice proménnych

3.1 Metrické prostory

R™ je mnozina usporadanych n-tic (x1,...,x,), kde z; e R,i =1,...,n

Definice 3.1 Necht M je mnoZina. Pak zobrazeni p(x,y) : M x M — [0,00), se
nazyvd metrika (vzddlenost) na mnoziné M, jestlize plati:

1) p(w,y) >0 Va,y e M, p(r,y) =0z =y,
2) p(z,y) = ply,z) Vo,y,€ M,
3) p(x,y) + ply, 2) > p(x, 2) Va,y,z € M.

Duojici (M, p) nazveme metricky prostor.

Vlastnosti 1)-3) jsou prirozené vlastnosti, které u vzdélenosti chceme. 1) Tiké:
Pokud se chei presunout z bodu A do bodu B, tak a) jsou-li body A a B razné,
tak musim udélat kladny pocet kroki, b) jsou-li to stejné body, tak neudélam zadny
krok. 2) fika: Z bodu A do bodu B musim udélat stejny pocet krokiu, jako z bodu
B do bodu A. Situace je symetricka. 3) rika: Pokud se cestou z bodu A do bodu B
stavim jesté na pivo do dobu C, tak urcité neudélam méné krokt, nez kdyz ptjdu
primou cesto z A do B (trojihelnikova nerovnost).

Piiklad 3.1 d(x,y) = />y ( y;)? je metrika na R™.
Diikaz

1) d(x,y) > 0 jelikoZ (xz; — y;)* > 0. Je-li d(x,y) = 0 = /> (x; — y:)?, tedy
e (i—y)i=0& (i —y)?=0Vi=1,..,n, protox; =y; Vi=1,...,n a
tedy x =y.
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2) Jelikoz (x; — yi)* = (yi — x:)*, tak d(x,y) = d(y, x).

8) Osmacme i = wi —vs @ v = i — 21, pak d0x,y) +d(ym) = S (@~ v)? /Tl 0 - 202 = /S )2 +
A /Z?=1(vi)2, Overme nerovnost d(x,y) + d(y,z) > d(x, z).

dx,y) + d(y, 2) > d(x, 2)

(d(x,y) + d(y, 2)? = d(x,y)? + 2d(x, y)d(y, z) + d(y, 2)? > d(x, 2)?

S 0?2 3 @2 | )2 + 3 @) 2 3 (s + vi)?

=1 i=1 i=1 =1 =1
S +2, @2 @2+ 302 > 3 (62 + 2uv; + 02)
=1 =1 i=1 i=1 i=1

S wn? 3w 5 3 Guie;
=1 =1 3

\%

\%

n

S ()2 3 (o)? >
i=1

i=1

v
7N
<
I 3
—

£

<

o

N———
N

Staci tedy ovérit, zda plati nerovnost Z?:l(u,;)Q Z:l:l(m)z > (e, uiv,;)Q. JelikoZ plati

n n n n n
0< D7 (ug + Avg)? = 30 (uf + 2xugvy +0iAY) = D ul + A2 (ugvy) + A7 30 vl
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Tedy polynom a + bA + cA?2, kde a = Sy u?, b =237 1 (uv) ac= 37, ’Ui2 md mazimdlné jeden koren a tedy je jeho
diskriminant D < 0.

O>D—b2—4ac—4<i(u~v‘)>2—4§:u2iv2
=2 D= = ivq i i

i=1 i=1 i=1

atedy 7 g uf Sio v > (X7 (wivi))?.

Priklad 3.2

L di(x,y) = max |x; — yi| je metrika.

goooy

1) di(x,y) > 0. Je-li dy(x,y) = max lz; — yi| = 0, pak |v; — y;| = 0 Vi =

1,...,n atedyx =y. 7
2) JelikoZ |x; — yi| = |yi — x|, tak dy(x,y) = di(y, x).
3) d(x,z) = max |v; — 2| = max |z — vy +yi — 2] < max (|ei —vil + |ys —

)

zl) < max |z — ;[ + max [y — z| = d(x,y) + d(y, 2).

)

[[ da(x,y) = Y5y |@s — vl je metrika.

1) |z; —yi| > 0 = da(x,y) > 0. Je-li do(x,y) = 0, pak |z; — y;| = O pro vsechny i = 1,..,2 a tedy z; = y; Vi =
I,....n=>x=yYy.
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dl(wvy)

Obrazek 3.1:

Jednotkova kruznice v riznych metrikach.
2) =i —yil = lyi — 2| = da(x,y) = da(y, %)
3) zi — zil = lvg —vi +yi — 2l < ws — yil + lyi — 24, tedy
da(x,y) +d2(v,2) = > |lwi —yil + D lvi — 2l = D (@i — vil + |y — i)
=1 =1 i=1

n
> 3" o — 2] = da(x,2)
i=1

Je dobré si uvédomit, zZe v jednodimenziondlnim pripadé vSechny tri uvedené metriky splyvaji, tedy plati d(x,y) = d1(x,y) = da(x,y)-

Priiklad 3.8 Diskrétni metrika oi(x, y)=1prox#ya J(x, y) = 0 pro x = y. Ovérte, Ze jde o metriku.

Priklad 3.4 Metriky se daji zavést i na obecnéjsich mnozindch, nez je jen mnozina éisel. Je-li M mmnozina funkci definovanych na intervalu
I, pak lze zadefinovat metriku treba ndsledujicim zpisobem p(f, g) = sup|f(xz) — g(z)|. Overte, Ze je p(f, g) metrika.
xel

Definice 3.2 Necht x,,x € M a (M, p) je metricky prostor. Pak lim, o x, = x <
lim,, o0 p(xn, ) = 0. Tedy posloupnost {x,} konverguje v metrickém prostoru k x
pravé tehdy, kdyz vzdalenost mezi x,, a x jde k nule.

Definice 3.3 Necht x € M a ¢ > 0, pak mnozinu U.(x) := {y € M : p(x,y) < €}
nazveme okoli bodu x € M (e-nové okoli bodu x).
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Definice 3.4 Mnozina V C M je otevrend, jestlize pro kazdé x € V' ezistuje U.(x)
takové, Ze U.(z) C V. Receno slovy, mnozina V je oteviend prdvé tehdy, kdyZ ke
kazdému bodu této mnoziny existuje okoli tohoto bodu, které leZi celé v mnozZiné V.

Tvrzeni 3.1 U.(x) je otevrend mnoZina.

Diikaz Us(x) je oteviend mnozina < Vy € U.(v)3e, > 0 takové, ze U, (y) C
Us(x). Nechf y € U.(x), pak p(z,y) < e. Oznacme ¢, = € — p(x,y). Je-li z € U, (y),
tak

p(z,2) < p(z,y) + py, 2) < p(z,y) + ¢, = ¢,
tedy z € U.(x).
Véta 3.2 (Viastnosti otevrengich mnozin)
i) 0 a M jsou otevrené mnoZiny.
i1) Sjednoceni libovolného systému otevrenych mnozin je otevrend mnozina.
i) Prinik dvou otevrenyjch mnoZin je oteviend mnoZina.'

Dukaz

i) 0 je oteviend mnozina, jestlize Vy € () 3U.(y) takové, ze U.(y) C 0. To plati,
jelikoZ prazdnd mnozina neobsahuje zaddny prvek, a tedy neexistuje zadné y € 0,
které by danou podminku nespliiovalo. Jelikoz U.(y) € M pro kazdé y € M a
e > 0 (z definice), tak je i mnozina M oteviena.

ii) Necht =z € [J A;, tak existuje i takové, ze € A;. Tedy existuje U.(z) takové,
ze Uc(x) C A, a tedy Uo(z) C | As.

iii) Necht x € Ay N Ay < Je1 > 0a Jeg > 0 takové, ze U, (z) C Ay a U, (x) C A,
tedy Uminfe, e0} () C A1 N As.

Definice 3.5 Mnozina L C M je uzavrend, jestlize M \ L je otevrend.

Poznamka 3.1 Prinik uzavrenych mnoZin je uzavrend mnoZina. Sjednoceni dvou
uzavrenych mnozin je uzavrend mnozina.

1Lze rozsifit na koneéné pruniky.
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Diikaz Viz. vlastnosti otevienych mnozin a fakt, ze M \ (NA4;) = U(M \ 4;) a
M\ (UA;) =N(M\ 4;).

Poznamka 3.2 () i M jsou otevrené i uzavrené mnoziny.

Definice 3.6 Mnozina A C M je omezend, pokud diam(A) := sup, ,c 4 p(x,y) < 00.
V opacném pripadée neni mnozina A omezend.

Definice 3.7 Mnozina vech limit posloupnosti {x,}, kde x,, € A se nazgvd uzdvérem
mnoziny A a znaci se A.

Piiklad 3.5 Necht A = (0,1), pak A = [0,1] (wvazujeme-li Eukleidovskou metriku
d(z,y) = /(x —y)?). Je dobré si uvédomit, Ze konvergence a tedy i uzdvér je spojen
s metrikou, kterou pouZivame. Nebot ta nam definuje pojem okoli. Zatimco pouziti
metrik di(z,y) a do(z,y) by nam dalo stejny vysledek, pri diskrétni metrice (priklad
3.9) by A=A=(0,1).

Definice 3.8 Méjme (M, p) a (P, o) dva metrické prostory. Zobrazeni f : M — P se
nazyvd spojité v bodé m € M, jestlize YU (f(m))3V (m) tak, Ze f(V(m)) C U(g(m))
(U(f(m)) je okoli bodu f(m) a V(m) je okoli bodu m).

Uvédomme si, ze predchozi definice primo vychazi z pojmu spojitosti funkce tak, jak
ho zname z prvniho semestru. Realna funkce f : R — R je spojita v bodé a € R <
lim, . f(z) = fla) ©Ve>030 >WWr e R:0< |z —a| <= |f(z)— fla)| <e &
VU-(f(a))3Vs(a) takové, ze f(Vs(a)) C U.(f(a)).

Definice 3.9 Oznacme E,; = (Ry,d), kde d(x,y) \/ZZ W 2 je Euklei-
dovskd metrika, pak Eg nazyvame Fukleidovsky prostor. V Ey je ok‘olz definovdno
U(x) ={y e Ry : d(x,y) < ¢}.

Véta 3.3 Konvergence v Ey je konvergence po souradnicich.

Diikaz Necht posloupnost {x,, = [z}, ..., %]} konverguje v Ey, pak existuje x € Ry
takové, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze d(x,x,) < €, Vn > ng. Tedy
|zt — z'| < d(x,,%x) < € pro kazdé n > ny.

Necht konverguje posloupnost {xn} po slozkach, tedy pro kazdé e > 0 existuje nj, € N

takové, Ze |t — 2| < =, Vn > ni, i = 1,2,...,d. Necht ng = max{n},...,nd}, pak

d(xn, x \/Z, (@), — <\/zz 1 d = ¢, pro vsechna n > ny.

2V této metrice jsou konvergentni posloupnosti jen takové posloupnosti, které jsou od néjakého
no € A konstantni.

0
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Definice 3.10 Bud f: M — R, M C Ey, funkce f je definovand na néjakém okoli
U(a). Pak f je spojitd v bodé a € M, jestlize Ve > 035 > 0 tak, Ze d(a,x) < 6 =
[f(x) = f(a)] <e.

Poznamenejme, ze predesla definice vychazi pifimo z obecnejsi definice spojitosti v
metrickych prostorem (Def. 3.9). Zde tuto definici uvadime proto, ze se ddle u funkei
vice proménnych budem pohybovat v Eukleidovském prostoru a tedy spojitost funkce
bude definovana timto zptisobem.

Poznamka 3.3 Pro funkce jedné proménné mdme spojitost zprava a zleva. Pro
funkce vice promenngch definujeme spojitost vzhledem k mnoziné. f : M — R, a €
Q C M. f je spojita v bodé a € M wvzhledem k mnoZine @, jestliZe

VU(f(a)) V() : (f(V(a)n@Q)) C U(f(a)).
Piiklad 3.6

fz,y) = VR — (22 +y?).
Dy = {[z,y] : 2* + y* < R*}, f je spojitd na Dy vzhledem k Dy.

Tvrzeni 3.4 L C M je uzaviend < pro kaZdou konvergentni posloupnost {x,}, kde
T, € L, plati, Ze lim, oo x, = x € L.

Diikaz Pouzijeme znaceni L¢ = M \ L.

(=) Sporem: Necht z,, € L, lim,, o z,, = x, ale x € L° pak v kazdém okoli U(x)
lezi néjaky bod z,, € L, tedy celé okoli U(x) nelezi v L€, proto L¢ neni oteviend
mnozina, a tudiz L neni uzaviena.

(<) Sporem: Necht L neni uzaviend, tedy L¢ neni oteviend mnozina. Pak existuje
x € L° takové, ze v kazdém okoli Us, (z), kde 6,, = %, existuje alespon jeden
bod z,, ktery nelezi v L¢. Tedy z,, € L, |z, —x| < 0, = %, a proto x,, — x € L°.
Coz je ve sporu s predpokladem, ze =, € L a lim,, .o, x,, = x implikuje € L.

0

Definice 3.11 Mnozina A C M je kompakini, jestlize z kazdé posloupnosti {x,},
x, € A, lze vybrat konvergentni podposloupnost {x,, } a plati limy_,o z,, =z € A.

Véta 3.5 Kompaktni mnoZina je uzavrend a omezend.

Dikaz
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(Uzavienost)

(Omezenost)

Necht z,, € A a lim,,_,, x,, = x. Jelikoz je A kompaktni, existuje vybrana kon-
vergentni posloupnost {x,, } takova, ze limy_,o x,, = & € A. Jelikoz vybrand
podposloupnost z konvergentni posloupnosti ma stejnou limitu, x =z € A, a
tedy je A uzaviend (viz tvrzeni 3.4).

Sporem: Necht mnozina A neni omezend, pak diam(A) = sup, ,c p(z,y) =
oo. Tedy pro kazdé zy € A je sup,c4 p(zo,2) = 00.® Zvolme zy € A, pak
pro kazdé n € N existuje x,, € A takové, ze p(xo,x,) > n. Z posloupnosti
{z,,} vybereme konvergentni podposloupnost {z,,} a oznac¢ime z jeji limitu
(2, — x). Pak p(xo,z) = limg_y00 p(T0, Tp, ) = 00, proto z nelezi v A, jelikoz
vzdélenost dvou bodi v metrickém prostoru je vzdy konecnd. Tedy jsme dosli
ke sporu s kompaktnosti mnoziny A.

0

Véta 3.6 MnoZina M C R? je kompaktni (uwvazujeme Eukleidovskou metriku) < M
je uzavrend a omezend.

Dikaz
(=)

(<)

Véta 3.5.

Necht je M uzaviend a omezend, tedy existuje K takové, ze Vx € M plati ||x|| < K. Necht {x,} je posloupnost prvki
xp = (x5,
{xn} je omezend, a tedy dle Weierstrassovy véty existuje vybrana konvergentni podposloupnost {z;k )
ol
1 }. Tato posloupnost
}. Poznamenejme, ze podposloupnost {I:Lk 2} je

} vybereme

ceey acfl) € M. Z omezenosti mnoziny M dostaneme, ze redlna posloupnost prvnich souradnic {:c}l} posloupnosti
}. Zamérime se nyni
na posloupnost druhych souradnic vybrané podposloupnosti {znk n }, tj. na redlnou posloupnost {z

je omezend, a tedy existuje vybrand konvergentni podposloupnost {a:ik 5

konvergentni, protoze je to podposloupnost konvergentni posloupnosti {x}lk 1 }. Obdobné z posloupnosti {ac3

ng 2
konvergentni podposloupnost {zf’,k 3}4 Pokracujeme-li timto zptisobem, dostaneme nakonec konvergentni podposloupnost

{xnk’d = (‘L;l,’k FERE xik d)} To, ze limy _ o Xnp g =X € M, plyne pfimo z uzavienosti mnoziny M a tvrzeni 3.4.

0

Véta 3.7 Spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni mnoZina.

Diikaz Necht f: M — A je spojita funkce, M je kompaktni mnozina a A = f(M).
Necht {y,} je posloupnost prvku z A, tedy vy, € A Vn € N. Pak existuji vzory této
posloupnosti z,, € M, tj. y, = f(x,). Jelikoz je M kompaktni, lze z posloupnosti
{z,,} vybrat konvergentni podposloupnost {z,, } a navic plati limy_,o z,, = x € M.
Oznaéme y = f(z) € A a zvolme ¢ > 0, pak existuje 6 > 0 takové, ze pokud
|z — 2| <0, pak |f(x) — f(2)] = |y — f(2)] < e (f je spojitd). Jelikoz x,, — z, pak
existuje ng € NVn > ng |z, — x| < 6. Tedy |f(x) — f(xn,)] = |y — Yn,| < € =
Yn, — . Ukdzali jsme, ze z libovolné posloupnosti {y, } prvki mnoziny A lze vybrat
konvergentni podposloupnost, jejiz limita lezi v A, tedy je mnozina A kompaktni.

0

3Jelikoz p(z,y) < p(x,20) + p(0, y)-
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Dusledek 3.8 Spojitd funkce f: M — A C R na kompaktu nabjvd svého minima i
mazrima.

Dikaz Necht f : M — A, f je spojitd a M je kompaktni, pak z predchozi véty 3.7 vime, ze A = f(M) je kompaktni. Tedy A je
uzaviend a omezend (véta 3.5). Pak maXyec A = SUPyecA- Existence suprema plyne z omezenosti mnoziny A, existence maxima plyne
z uzavienosti mnoziny A. Necht S = Supyec A, pak pro kazdé n € N existuje yp, € N takové, ze S — yn < %, tedy yn — S, a proto
S € A. Jelikoz S € A, pak existuje vzor tohoto bodu v M, tedy existuje z € M takové, ze f(z) = S = SUPyec A = SUPge f(z), proto

f nabyva svého maxima v z.
Obdobné provedeme ditkaz pro minimum.

0

Poznamka 3.4 Spojitost implikuje spojitost vzhledem k mnozing, tj. je-li f(x,y) spojitd v bodé [a, b], pak je spojitd v tomto bodé na kazdé
primce prochdzejici timto bodem.

3.2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

3.2.1 Parcialni derivace, totalni diferencial a derivace ve sméru

Definice 3.12 Necht je f definovand na néjakém okoli U(a), a = [ay, ..., ag] € RY.
Existuje-li vlastni limita

li f(ala ey Qjm1, @+ haai+17 "'aa'd) — f(a'h "'7ad)
- h ’

pak se nazyvd parcidlni derivace funkce f v bodé a podle proménné x; a znaci se
of o
8_xi(a)7 Dy (a) nebo fmz(a)

Existuje-li parcidlni derivace funkce fy,(x1,...,x4) podle proménné x;, pak tuto
derivaci nazveme parcidlni derivaci druhého radu podle proménnych x; a x; a znacime

.. 92f v . o1 . , v,
It b, nebo fy, ... Obdobné zadefinujeme parcidlni derivace n-tého rddu.

Priklad 3.7 Necht f(z,y) = 2%9®, pak f.(z,y) = 22y® a f,(x,y) = 32*y*. Skutecné

flx+hy) = fz,y) (z + h)%y® — 22y [(x +h)? = 2°]y°

fo = lim h = Jim h = im h
2xh + h2y? 2 hly?
i ZERERY oy By s
h—0 h h—0 1

Poznamka 3.5 Obecné zdleZi na poradi, ve kterém derivujeme, tedy nemusi platit,
Ze fo,w; je TOUNA [y 4;-

Priklad 3.8 o Necht f(z,y) = 22y>, pak fo(z,y) = 229>, fy(z,y) = 32292 a fa,y(z,y) = 6xy’ = fy,x(x,y). Tedy v tomto
pripadé muzeme poradi derivaci zaménit.
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e Necht

flz,y) =y, |z > |yl

=0, [z <yl
Pak
o (9 f2(0,h) — f2(0,0)
0,0) = — ( —f(0,0)) = lim ————~"~ "~
fou(©,0) = 2 (240,0)) = Jim, =
lim, | Jm—FOR) o f(R,0)—f(0,0)
— lim —0 h h—0 h
h—0 h
0— h-0—0
— lim hmhﬂo 7 hmfz,ao 3 —o
h—0 h
ale

o (o R 0) = £,(0,0)
fu0(0,0) = 2= (5-5(0,0)) = lim -

im- SR —f(RO) £(0.h)~£(0,0)
o limg 3 —limy; 4 3
= lim
h—0 h
. h-h—0 . 0-0
lim; = — lim; —
— lim h—0 h h—0 j —1.
h—0 h

Tedy v tomto pripadé potadi derivaci prohodit nelze.

Véta 3.9 Necht f md spojité derivace az do tddu n na néjakém okoli U(a), pak
nezdlezi na poradi, podle kterého derivujeme.

Dikaz Diikaz provedeme jen pro funkci dvou proménnych f(z,y) a n = 2. Oznac¢me a = (a1, a2) a

_ flai+hyaz +h) — fla1 + h,a2) = fa1,a2 + h) + f(a1, az2)

F(h) 2

Pak dvojim pouzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (nejdiive na rozdil funkci k(a1 + h) — k(a1), kde k1(a1) = [f(a1,a2 + h) —
f(a1,a2)] a vy € (0,1), a pak na rozdil funkci fy (a1 + hvg, az + h) — fz(ay + hvg, az), vy € (0,1). Dostaneme

[f(a1 + h,a2 + h) — f(a1 + h,a2)] — [f(a1, a2 + h) — f(a1, a2)]

F(h) = -
_ k(ay +h) —k(a1) _ K'(a1 + hog)h
B h2 B h2
_ [fz(a1 + hvg, a2 + h) — fz(a1 + hvg, a2)]h
= 3
_ faz(a1 + hvg,a2 + h) = fa(a1 + hvg,a2)  fa,y(a1 + hvg, a2 + hoy)h
h h

= fw,y(al + hvg,as + hvy)<
Obdobné lze postupovat pro g(az) = [f(a1 + h,a2) — f(a1,a2)].

fla1 + h,az +h) — f(ar + h,a2) — f(a1,a2 + h) + f(a1,a2)

F(h) = =
[f(a1 4+ h,az + h) — f(a1,az + h)] — [f(a1 + h,a2) — f(a1, a2)]
= 3
_glaz +h) —g(az)  g'(az + huy)h
B h2 N h2
_ [fylar + h,a2 + hvy) — fy(a1, a2 + hvy)lh
= 2
_ fy(ar + h a2 + hvy) — fy(a1,a2 + hvy)  fyz(a1 + hvg, a2 + hoy)h
h h

fy,z(a1 + hvg, az + hvy).
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Tedy

fm,y(a17a2> = ;}ii,n[) fm,y(al + hvg,as + hvy) = }}T;IOF(h)

= ;}ino fy,z(a1 + hvg, az + hvy) = fy z(a1,a2).
O

Véta 3.10 (Véta o stredni hodnoté) Necht md funkce f v okoli bodu U(a) vsechny
proni parcidlni derivace (vlastni). Pak Vx,y € Us(a) 3& € Us(a), i =1, ..., d, tak, Ze

£ = F5) = Y 5160 — )

kde x = (x1,...,2q) a y = (Y1, -, Ya)-

Dukaz Dukaz pro jednoduchost provedeme pouze pro d = 2, tedy f : RZ 5 R. Nejdiive se zamérime na to, zda pro x = (z1,x2) €
Us(a) ay = (y1,y2) € Us(a) plati, ze alespon jeden z bodu (z1,y2) a (y1,z2) je také v okoli Us(a). Jelikoz x,y € Ugs(a), pak
Ix —al =i (2 —a))®> <daly—al =7 (yi —ay)® < 5.

. 2 2 2 2 2 2
a) Je-li (z2 —a2)” > (y2 —a2)”, pak >°7_1(z; —ay)” > (z1 —a1)” + (y2 — a2)”, a proto (z1,y2) € Us(a).

b) Je-li (z2 — a2)? < (y2 — a2)?, pak 212=1(11@ — ai)2 < (y1 — a1)2 + (z2 — a2)?, a proto (y1,22) € Us(a).
Uvazujme nyni pripad, kdy (y1,z2) € Us(a).
F(x) = f(y) = f(z1,22) — fy1,¥2) = f(z1,22) — f(y1,22) + f(y1,22) — f(y1,v2)

1o] 1o]
= 7f(€1,17m2)(11 —y1) + — f(y1,€2,2)(z2 — y2)
dx Oz2

Z f(s,)m i),

kde £1,1 € (z1,¥1), 2,2 € (x2,¥2), &1 = (§1,1,%2) a §2 = (y1, §2,2). Jelikoz (z1,x2), (y1,22) € Us(a), pak i &1 = (§1,1,22) € Us(a)
a obdobné i {2 € Us(a).
O

Véta 3.11 Necht jsou vsechny parcidlni derivace g—é omezené na néjakém okoli U(a)
pro a € R, Pak je funkce f spojitd v bodé a.

Diikaz Pripomenme, ze f je spojita v a, jestlize Ve > 0 35 > 0 takové, ze ||x—al| <
0 = |f(x)—f(a)| < e a parcidlni derivace jsou omezené na okoli U (a), jestlize existuje

K € R takové, e )g_;<x> <Kv¥xeU@Vi=1,...d

Zvolme € > 0, pak

169 - @) = |3 2H6) - ) <Z\ L )t —a)

< ZK!xz —a;| <dK maxdm —a;] < dK]||x — al|.

=1
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Chceme-li, aby ¢ > dK||x — a||, staci volit § < = takové, ze Us(a) C U(a). Potom
If(x) — f(a)| < dK||x —a|| < dKé < e Vx € Us(a).
O

Definice 3.13 Necht f je funkce definovand na néjakém okoli U(a). Pak totdlni
diferencidl d(f,a) funkce f v bodé a je linedrni zobrazeni

d(f,a) :h = (hy, ..., hg HZQ, 0

pro které plati
f(a+h) Z a;h; +n(h

h2

i=1"% "

kde limy, o T = 0 a |[h]] = /3]

Ma-li funkce f v bodé a totalni diferencidl, pak rikdme, Ze je v bodé a diferenco-
vatelnd.

Véta 3.12 Necht existuje d(f,a), pak
e funkce f je v bodé a spojitd,

e existuji viechny parcidini derivace 2L 5o U bodéa aa; = %(a).
3 K3
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Dikaz
e Spojitost: Zvolme € > 0. Pak

Za@h + n(

<Z|az 1] + In( )|=||h||<Z|ai|+%>
—( +1)|[hl],

kde K = Zl ol ah je dostatecné malé (dostateéné blizko pocatku), aby

In(0)]
N

|f(a+h)—

)| < " lail Il + ()

| < 1. Pak pro 0 = =7 dostaneme, Ze

[f(a+h) - f(a)| <&,

tedy f je spojita v bodé a.

of .\ . [flateh)— f(a)
— lim f(al, ey @1, Q4 + h,aiH, ...,(Id) — f((ll, ...,ad)
h—0 h
h—0 h h—=0 h

Piipometime, Ze h v prvni ¢asti diikazu je d-dimenzionalni (h = (hy, ..., hq) € RY), za-
timco h ve druhé ¢éasti dikazu je realné cislo.

Priklad 3.9 Necht f(x,y) = 2*y® a a=[1,1], pak f. = 2zy?, f, = 32%y?, a tedy
d(f,a)(h) = fu(1, DAy + fo(1, hs = 21 + 3hs,
kde h = (hl, hg)

S+ by, 1+ ho) = f(1,1) = (14 hy)*(1+ h)® — 1
= (1+ 2Ry + h3)(1 + 3ho + 3h3 + h3) — 1
= 2hy + 3hy + (A3 4 6hihy + ...)
= d(f,a)(h) + (h] + 6hihy + ...).

Tedy totdlni diferencidl je linedrni cast priristku.
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7 definice totalniho diferencidlu a véty 3.12 dostaneme

f(a+h) = f(a) +d(f,a)(h) +n(h +Zalh +n(h

d

Z

a)h; + n(h),

kde h = (hy, ..., hy).
Poznamenejme, 7e f(a) + 3¢ | 8x L (a)h; je te¢nd rovina k funkei f v bodé a.

Definice 3.14 Necht f : R? = R"*, f = (f1,.... fa)T a fi,i =1,...,n, jsou v bod¢ a

diferencovatelné. Pak
YO f1( )hi
d(f,a)(h) = =A-h',
Yo fn( )hi

. @ ) . @
a.'bl 612 8$d
A= : :

g—f;(a) g—g(a)

je Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a.

Poznamka 3.6 Z definic 3.14, 3.13 a véty 3.12 plyne, Ze pro funkci f : R? — R"
plati
fla+h)=f(a)+A-h" +n(h)",

kde n(h) = (n(h), .., pe(h)) : RY — R™ a limp 0 % = (0, ..., 0).

Véta 3.13 Necht f : R? — R" a g : R* — R', f md totdlni diferencidl v bodé
a € R? a g md totdini diferencidl v bodé f(a). Oznacme d(f,a)(h) = A-h" a
d(g, f(a))(h) = B-hT. Pak go f md totdlni diferencidl v bodé a a plati

d(go f,a)(h) = BA-h”.

Dikaz
_ T T n(h)
f(a+h)=f(a)+A-h" +n(h)", hlgnom*
gb+h) =gb)+ B KT + 57T, lim ) _
hoo [[h]]
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Tedy

gof(a+h)=g(f(a+h))=g(f(a)+A -h" +nm)7)
=g(f@)+B-(A-h" +am)T) + a4 -bT w7
=g(f(@) + BA - hT + By(m)T + a4 -bT +m)")7T.

Oznaéme 7j(h) = Bn(h)T + #(4 - hT + n(h)T)T, pak

e ) BT 4+ a(A BT 4+ T)T
B0 ||| ko Il
~ i BT BT @)D A BT+ am T
h=0 [lh|  h=0 [[A-hT +y(h)T]| |[i]| ’

jelikoz A - hT + ()T — 0 pro |h| — 0. Tedy
gof(a+h)=gof(a)+ BA hT +7(h),

a tedy totalni diferencidl g o f v bodé a je
d(go f,a)(h) = BA -hT.

0

Dtisledek 3.14 Necht f : R¢ —+ R" ag: R" = R a necht ddle existuji totdlni
diferencialy d(f,a)(h) a d(g,b)(h), kde b = f(a). Pak

(02 N =3 FL ) - 52
Diikaz
d

(G0 @ g loo @) =3 G lge Nk =g i

@) . ()
= BA-B = (2£(f@) - F(f@) )| |

aﬁ(a) 8ﬁ(a)
Ox1 Oxg

- (2 571<f<a>>§—£§<a> o T %(ﬂanz—i;(a) )n’
% pianPi(a i
- <Z 0z; (f(2) 83:1 Z 8:1:] (%Ud (a)) h

J=1 =
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Definice 3.15 Necht je funkce f : R — R definovand na néjakém okoli U(a) bodu
acR? av=(v,...0vq) je nenulovyj vektor. Pak

o 18 17) = J(2)
h—0 [|V]| - h

nazveme derivact funkce f v bodé a ve sméru V a znacime ji g—f;(a).4

Poznamka 3.7 Z predchozi definice je vidét, Ze u smérové derivace nezdlezi na
velikosti vektoru vV, ale pouze na jeho sméru.

Véta 3.15 Necht funkce f md totdini diferencidl v bodé a € R? (je diferencovatelnd
v a). Pak existuje derivace ve sméru v a plati

of Y ggi (a)v;

~(a) = -
v 12l
Dikaz
ov h—0 [|V]| - h h—0 [|V||h
— — d d
_ hm d(f> Zj)(hV) hm 77(_}}") — hm Zi:iazhvz _ Zi:iazvz
h—0  ||V]|h h—0 [|[V]|h  h—0  ||V]]h V]|
S oL (a)y,

|1Vl

Definice 3.16 Necht funkce f md vsechny proni parcidlni derivace v bodé a € RY,
pak vektor parcidlnich derivaci

rud (@) = V@) = (5@ 57 (0))

nazveme gradientem funkce f v bodé a.

4Nekdy se v této definici uvazuje pouze jednotkovy vektor (||¥|| = 1), pak je derivace ve sméru

definovand nésledujici limitou limy_,q w
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Disledek 3.16 Necht funkce f md totdlni diferencidl v bodé a € R? | pak

Poznamenejme, Ze grad f(a)- v zde znaci skaldrni soucin vektori gradf(a) a v, tedy

gradf(a) - v = Z?Zl g—wfi(a)vi.

Tvrzeni 3.17 (Vlastnosti gradientu) Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé
acRe Pak

i) gradient gradf(a) je smér nejvétsiho ristu funkce f v bodé a,

i1) gradient je kolmy na vrstevnici.

Dikaz

i) Hledejme smér urceny vektorem Vv, ve kterém je derivace (ve sméru) nejvétsi,
tedy smér nejvetsiho rastu funkce f. Tj.

of
8v( >_ur|r\5|%| 18u( a).

Z predchoziho disledku vime, ze gf (a) = %ﬁ(ﬁ)'ﬁ

Ozna¢me « thel mezi vektory u a gradf(a), pak

= gradf(a)-d pro ||d|| = 1.

a%?"l%@):u%%ﬁgfadf“ = max gradf (a)]] - ] cos(a)
= max_[[gradf(a)l| cos(a) = [lgradf(a)]|

Maximélni hodnotu dostaneme, kdyz cos(a) = 1, tedy o = 0, tedy hledany
vektor vV ma stejny smér jako gradient gradf(a), a proto v = gradf(a) urCuje
smér nejvétsiho ristu funkee f v a.

ii) Uvazujme vrstevnici k funkci f v bodé a, tedy parametricky zadanou kiivku
c: I — R kde c(t) = (z1(t), ..., z4(t)), I C R, pro kterou plati:

a) f(xq1(t),...,zq(t)) = f(a) pro vSechna t € I (je to vrstevnice),
b) existuje ty € I takové, ze (x1(to), ..., xa(to)) = a (prochdzi bodem a).
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Pak f(zi(t),...,xz4(t)) = 0 (jde o konstantni funkci, viz bod a)), a tedy dle
dusledku 3.14

0= far(to)sralto)) = 3 @) 1)

(2w 2 @) (L )
— gradf(a) - (%(to), %(to)) .

Ozq4

. (to)), a tedy kolmy na vrs-

Proto je gradient kolmy na vektor (%(to),
tevnici c.

0

Priklad 3.10 Uvazujme funkci dvou proménngjch f(x,y), h = (hy, ha), a = (a1,a2) €
R? a necht md funkce f vsechny parcidlni derivace aZ do 7ddu n. Oznaéme F(t) =
f(a+th), pak F(0) = f(a) a F(1) = f(a+h). Dle pravidel o derivaci sloZené funkce
(disledek 3.14) dostaneme

0 of
/ - 3. —
an an an azf
FH ) . 2 h h h 2
0 0xox (a+th)hy + 3xay(a + th)hihy + Oyox (a+ th)hyhy + Oydy (a+ th)hs,
d anf
FO(4) = L
(t) ) .;:1 Ox;, 02, ...01; (a+th)h;, h,, hi,
Pak
_ _ / F//(Q) F(nfl)(()) F(”) (77)
flath)=F(Q) =FO) + FO) + ==+ 4 gr =
kde 1 € (0,1).

Definice 3.17 Necht f md v bodé a € R spojité parcidlni derivace aZ do Tddu n
véetné. Diferencialem n-tého radu funkce f v bodé a rozumime zobrazent

d anf
d"(f,a)(h) = a)hhiy - ... hy,.
T S
01 yeeyin=1 1 2 n
SVektor (%(to), s %(to)) urcuje smer, kterym jde vrstevnice ¢ z bodu a.
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Véta 3.18 Necht f:RY - R, a € RY h = (hy,...,hy) € R a A CR? je oteviend
mnozina splnujici:

e a,at+heA,
e fukce f md na A spojité vsechny parcidlni derivace aZ do radu n + 1.
Pak ezistuje v € (0,1) takové, Ze

d*(f,a)(h) d*(f,a)(h) d""(f,a+vh)(h)
f(a+h) :f(a)—l—d(f,a)(h)+T+...+ ] + (n—l—l)!

Diikaz Zavedeme funkci F'(t) = f(a+th), pak podobné jako v predchozim prikladé
pouzijeme Tayloriv rozvoj této funkce v nule, tedy

" (n) (n+1) ()
fla+h) = F(1) = F(0) + F'(0) + F2<!O) et F(n)(lO) + ﬁ;n + 1()1)

kde v € (0,1).

3.2.2 Lokalni extrém funkce

Definice 3.18 Necht f : RY — R je definovand na okoli U(a), kde a € RY. Pak

i) f md v a lokdlni mazimum, jestlize existuje okoli U(a) takové, Ze f(x) <
f(a) Vx € U(a). Je-li f(x) < f(a) Vx € U*(a), kde U*(a) = Ul(a) \ {a},
pak jde o ostré lokdlni mazimum. Podobné zadefinujeme lokdlni/ostré lokdlni

/LZ) f md v a (ostré) lokdlni mazimum vzhledem k mnoziné M C Rd, jestlize existuje U(a) takové, Ze f(x) < f(a) Vx € U(a) nM,

(f(x) < f(a) Vx € U*(a) N M).

Véta 3.19 Necht f md va € R? lokdIni extrém a existuji vsechny parcidlni derivace

f va, pak
0 0
mod (@) = V(@) = (@) 5 )) =0
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Diikaz Necht g—i(a) # 0, pak pro g—i(a) > (0 dostaneme
a— f((l1 7777 a;+h,..., aq
h

5o-(a) = limy, o =@ 0, tedy pro h dostatecné blizké nule plati

flay,...,a; +h,...,aq) > f(a) pro h >0,
flay,..,a; +h,...;aqs) < f(a) pro h < 0.

Tedy v kazdém okoli U(a) existuji body x,y, pro které plati f(x) > f(a) > f(y), a
tedy f nema v a extrém. Obdobné pro %(a) < 0.
O

Piiklad 3.11 Necht funkce f(xy,x9) md va € R? spojité parcidlni derivace do Tddu
n =2 a necht Vf(a)= (ﬁ(a) ﬁ(a)) =0.

- o1 ’ Oxo
02 f 02 f O f
2 _
d°(f,a)(h) = 02100, (a)hihy + 23I13$2 (a)hihg + Da0s (a)hahs
2
0*f
ig=1 """

Pak dle véty 3.18 existuje v € (0,1) takové, Ze

d(f,a + vh)(h) d(f,a+ vh)(h)
] = 1@+ 2! '

f(a+h) = f(a) +d(f,a)(h) +

Z této rovnosti se zdd, Ze o tom, zda md funkce f v a extrém, rozhoduje tvar druhého
diferencialu. Presneji tuto teorii formulujeme na ndsledujicich strankdch.

Definice 3.19 Necht Q(h) = ijzl a;;ihih;, kde a;; jsou proky symetrické matice A

typu d x d a h = (hy, ..., hg) € R%. Pak Q(h) nazjvdme kvadratickou formou.
Kvadratickd forma Q(h) je
1) pozitivné definitni, jestlize Q(h) > 0 Vh # 0,
2) pozitivné semidefinitni, jestlize Q(h) > 0 Vh,
3) negativné definitni, jestlize Q(h) < 0 Vh # 0,
4) negationé semidefinitni, jestlize Q(h) < 0 Vh,

5) indefinitni, jestlize existuje h a h takové, Ze QMh)>0a Q(fl) <0.
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Nasledujici tvrzeni uvedeme bez diikazu.

Tvrzeni 3.20 Kvadratickd forma Q(h) urcend matici A = (a;j) je pozitivne defi-
nitni, pravé tehdy, kdyz jsou hlavni minory matice A, tj. determinanty

ay; ... Qiq
11 Qa2

Q21 A2

= detA,

11,

gy ... QAqqd

kladné.
Kvadratickd forma Q(h) je negativné definitni, prave tehdy, kdyz jeji hlavni mi-
nory stridaji znaménka a a;; < 0.

Priklad 3.12 Necht f(x,y) = 2* + y* a a = [0,0], pak

2@ ZLl(a) 2 0
A:<%%@ %ﬂw>:<02)'

Oyox Oy0dy

Pozorovdni: Kvadratickd forma Q(h) = d?(f,a)(h) = 2hihy + 2hohy = 2(h3 + h3)
prislusné matice A je pozitivné definitni a funkce f md v a ostré lokdIni minimum.5
Pro f(z,y) = 2* — y* a a = [0,0] dostaneme matici

2L@) ZL(a) 2 0
A:<%%@ %ﬂw):(O—Q)

oyox Oydy

2hihy — 2hshy = 2(h% — h2)

Pozorovdni: Kvadratickd forma Q(h) = d?(f,a)(h) =
(1,00 =2>0aQ(0,1) = -2<0,a

prislusné matice A je indefinitni, jelikoz Q(1,0)
funkce f nemd v a lokdlni extrém.

Otdzka: Plati obecné, Ze pozitivni definitnost (negativni definitnost) prislusné kva-
dratické formy pri splnéni podminky V f(a) = 0 implikuje, Ze f md v a lokdlni mini-
mum (lokdlni maximum)? A plati, Ze indefinitnost prislusné formy ndm jiz rikd, Ze
funkce f v bodé a nemd extrém?

Na tyto otdzky nalezneme odpovéd ve vété 3.21.

Poznamenejme, Za matici druhijch parcialnich derivaci A se rikd Hessova matice.

Véta 3.21 Necht f md spojité parcidlni derivace aZ do 1idu n = 3 na okoli U(a) a
Vf(a)= (%(a), ﬁ(a)) = 0. Je-li kvadratickd forma d*(f,a)(h) (Q(h))

ceey 6.Z‘d

6Zde je mozné vypozorovat podobnost s funkef jedné proménné, kde platilo f/(a) = 0 a f”(a) > 0,
pak méa funkce f v a lokalni minimum.
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i) pozitivné definitni, pak f md v a ostré lokdlni minimum,
i1) negativné definitni, pak f md v a ostré lokdlni mazximum,
it1) indefinitni, pak funkce f nemd v a lokdlni extrém.

Nez provedeme dikaz této véty, pripravime si trochu teorie, ktera se nam bude k
tomuto dukazu hodit.

Lemma 3.22 Necht kvadratickd forma Q(h) je pozitivné definitni, pak ezistuje f > 0
takové, Ze Q(h) > B||h||* Vh € R%.

Diikaz Piipomenime, Ze Q(h) = >~, ; a;jh;h; je pozitivné definitni, kdyz Q(h) > 0
Vh # 0. Uvazujme kvadratickou formu @ na jednotkové sféfe b(0,1) = {x € R? :
||x|| = 1}. Pak dle duasledku 3.8 nabyva @ na b(0, 1) svého minima. Oznacme [ =

—mmhe’ﬂgv”Q(h) > 0. Necht h # 0, pak

hi h h
h) =S aghih; =S ay— Jh2:h2(—) h|[?3.

i,j=1

O
Nyni se vratime k dikazu véty 3.21.
Diikaz Necht f mé spojité parcidlni derivace az do fadu n = 3 na okoli U(a),

Via) = (%(a>’ y %(a)) = 0 a uvazujme kvadratickou formu Q(h) = d*(f,a)(h) =
Yl Tt (@il
i) Necht Q(h) je pozitivné definitni. Dle véty 3.18 dostaneme

&(f,a)(h)  d(f,a+vh)(h)

fa+h) = f(a) +d(f a)(h) +

2 3!
1 of Q(h) > ket axz%fam(aJFUh)hihjhk
= /(@) ;(%i( Jhi + =, . .
Tedy
fa+h) — f(a) :;8%( Jhi+ =5+ =
_ Q)  d&(f,a+vh)(h)
-2 3!



Jelikoz @ (h) je pozitivné definitni, pak dle lemma 3.22 Q(h) > ||h[|?3. Ozna¢me

Md3||h||?. Dostévame

M = max; j k=1,..

fa+h) — f(a) = QW) E(fa+uh)(h)

2! 3!
bl M&|h[[* o (8 Mdh]]
S Tl U & e e
limyp) -0 (5 — %) = g > 0, tedy pro h dostatecné blizké pocatku (na
néjakém okoli U(0)) plati (g - %) > g > (, proto

flath)— f(a) > WY >0, b0
Tedy f ma v a lokdlni minimum.
ii) Pro Q(h) negativné definitni dokdzeme tvrzeni podobné jako v bodé i).

iii) Necht Q(h) je indefinitni, pak existuji h a h takové, Ze Q(h) > 0 a Q(h) < 0.
Pouzijeme stejny trik jako v prikladu 3.10. Necht F'(t) = f(a + th), pak

F(0) = f(a),
F'(t) = d(f,a+th)(h) = F'(0) = d(f,a)(h) =0,
F'(t) = d*(f,a+ th)(h) = F"(0) = d*(f,a)(h) = Q(h) > 0.

Tedy funkce F' mé v nule ostré lokdlni minimum, a proto f(a) = F/(0) < F(t) =
f(a+th) pro t # 0.

Obdobné pro F(t) = f(a+ th) dostaneme, Ze funkce F' m4 v nule ostré lokaln{
maximum, a tedy f(a) = F'(0) > F(t) = f(a+ th) pro t # 0.

Proto funkce f neméa v bodé a lokalni extrém.

0

Véta 3.23 Necht d(f,a)(h) = 0 a d2(f,x)(h) je pozitivné (negativné) semidefinitni na néjakém okoli U(a), pak md funkce f v bodé a
lokdlni minimum (mazimum).

Diikaz Necht d2(f, x)(h) je pozitivné semidefinitni na U(a). Ozna¢me F(t) = f(a + th), kde h € R a a+ h € U(a). Pak

1" 2
PO _ ey 4 acr,am + EEEE W)

d?(f,a + vh)(h)

=f@+———"F——— 2 f().

fla+h) =F(1) =F(0)+ F'(0) +

Tedy f méa v a lokaln{ minimum.
Obdobné pro lokdlni maximum.
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Obrazek 3.2:
Mnozina M je zndzornéna svétle hnédym c¢tvercem s vyznacenymi hranami I. II. TII.
a [V. VSechny body, ve kterych by mohl byt extrém funkce, jsou rovnéz vyznaceny
v obrazku. Modrou barvou jsou vyznaceny body, ve kterych ma funkce f minimum,
¢ervenou barvou body, ve kterych ma f maximum.

3.2.3 Extrémy na mnoziné

Priklad 3.13 Urcete extrémy funkce f(x,y) = x? + bxy — Ty* na mnoZiné M =
{(z,y) eR*tfz[ < 1, Jy| < 1} = [-1,1]%

1. Nejdrive se zamérime na vnitrek mnoziny M. Md-li f extrém v bodé [xo, yol,
ktery je wnitrnim bodem mnoZiny M, pak je tento extrém lokdlni, a tedy
grad f(zo,vyo) = 0. Uréeme parcidlni derivace funkce f, poloZme je rovny nule
a ziskame body, ve kterych by mohl byt extrém funkce (bereme jen body wvnitr
mnoziny M ). % =2xr+5y =0 a g—; = bx — 14y = 0, tedy dostaneme
[0, yo] = [0, 0].

2. Ted se postupné zamerime na hrany ctverce.

hrana I. x = —1, y € [=1,1], tedy f(z,y) = f(=1,y) = 1 — 5y — Ty>. Hleddme

extrém této funkce, tedy f'(y) = —5—1dy =0=y = —%. Je treba overit,
ze tento bod lezi na prvni hrané. Dalsi bod, kde by mohl byt extrém, je bod
[_17 ; ]

T 14
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hrana II. © € [-1,1],y =1, tedy f(x,1) = 2?+5z—7. f'(z) =22+5=0= 2 = -2,
coZ ale neni v mnoziné M.

hrana III. x = 1, y € [—1,1], tedy f(1,y) =1+ 5y — Ty f'ly) =5 — 14y =0 =

y =2, a tedy dalsi hledang bod je [1, 2.

hrana IV. x € [-1,1], y = —1, tedy f(z,—1)=2> - 52 -7, f'(r) =22 —-5=0=
r=5¢M.

3. Priddme jesté vsechny vrcholy, tedy body [1,1],[1, —1],[—1,—1] a [-1,1].

Postupné urcime hodnotu funkce f v kaZdém z vybrangch bodi. V bodé/bodech, kde
bude hodnota nejvétsi, md funkce f maximum na mnozine M, v bodé/bodech, kde
bude hodnota nejmensi, ma funkce f minimum.

f(1,1)=—-1
f(=1,1) = —11
f(=1-1)=-1
f1,-1) =11
£(0,0)=0
5 25 25 B3
f(_la_ﬁ):1+ﬁ_2_8:%
) 53
F )= %

5

Funkce f md tedy mazimum na mnoZiné M v bodech [1, 2] a [-1,—2] a minimum

v bodech [1,—1] a [—1,1].

V predchazejicim prikladé jsme vidéli, ze k urceni extrémii na mnoziné M potre-
bujeme urcit body, ve kterych by mohl byt extrém, jak uvnitf mnoziny M (bod 1.),
tak na jeji hranici (body 2. a 3.). K ur¢ovani bodu uvniti mnoziny M, ve kterych
by mohl byt extrém funkce f, ndm poslouzi teorie o lokalnich extrémech funkce.
K urcovani bodti na hranici M, ve kterych by mohl byt extrém funkce f, si teorii
vylozime nyni.

Omezime se zatim na funkci dvou proménnych f(z,y) a M C R?. Jedna z variant
je popsat hranici (nebo ¢ast hranice) pomoci néjaké funkce y = g(x) (v predchozim
ptiklade slo tieba o funkci y = g(z) = 1 pro = € [—1,1], tato funkce byla pouzita
pro popis hrany II.). Mame-li ¢ast hranice M popsanou pomoci funkce y = g(z) pro
z € I, pak prejdeme k funkei jedné proménné f(z) = f(x, g(z)), z € I. Tuto funkci
muzeme derivovat a body [xg, g(zo)], pro které plati, Ze f’(mo) = 0, jsou body, které
hledame.
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UvaZzujme pouze mnoziny M ve tvaru M = {x € R? : F/(x) < c},kde F: R? - R
je néjaka funkce a ¢ € R. Jelikoz je v tomto pripadé ¢asto hranice mnoziny M popséna
rovnici F(z,y) = ¢, zaméfime se na to, kdy lze najit funkei g(z) = y(z) takovou, aby

F(z,g(z)) = c.
Priklad 3.14 i) Necht F(z,y) = 2*> +y* = 1. Pak gi(z) = y(z) = V1 —22 a

g2(x) = y(z) = =1 —22, kde x € [—1,1]. Tedy v okoli bodi [1,0] a [-1,0]
nejsme schopni popsat hranici mnoziny M pomoci jedné funkce promenné x.

71) Necht F(x =22 —y?> = 0. Pak ¢1(2) = y(z) = = a g2() = y(z) = —2.
) Y y g y g y
Problém s nejednoznacnym popisem je v pocatku (bod [0,0]).

iii) Necht F(z,y) = 22 +y* = 0. Zde je mnoZina M pouze jednobodovd, proto popis
hranice pomoci funkce proménné x neni vhodny.

i) Necht F(z,y) = 2> +y*+1 = 0. Zde je mnoZina M prdzdnd, proto nelze nalézt
funkci g.

Definice 3.20 Necht F' : R? — R. Oznacme x = (x1,...,24-1) € R" y € R a
M = {(x,y) € R : F(x,y) = 0}. Necht F(xq,y0) = 0, existuje-li okoli U(xg,yo)
takové, Ze mnozina M je na tomto okoli totoznd s grafem funkce y = g(x). Pak
rikdme, Ze funkce g je na okoli U(xg,yo) definovdna implicitné rovnici F(x,y) = 0.

Jinak feceno, funkce g(x) je na okoli bodu [xg,yo] zaddna implicitné, jestlize
F(x,9(x)) = 0 na néjakém okoli U(x).
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Piiklad 3.15 UvaZujme mnoZinu bodi M spliujici rovnici x* + y*> = 1, definujme
funkci F(z,y) = 2® + y*> — 1, tedy mnoZina M je urcena rovnici F(x,y) = 0. Necht
[0, yo] = [0, 1], pak funkce g(x) = v/1 — a2 je implicitné definovand rovnici F(x,y) =
0 na okoli bodu [xq,yo|, tedy F(z,g(x)) = 0.

OF OF

F'(,g(x)) = 5o+ 5o/ (r) = 0.
proto
aF
g(z)=—5¢
9y

Véta 3.24 (O implicitni funkci) Necht F : R? — R je spojitd funkce, x =
(21,...,1q9-1) € R y € R a pro néjaky bod [xo, yo] plati, Ze F(xq,y0) = 0.
a) Necht ma funkce F spojitou parcidlni derivaci %—Z na néjakém okoli U(xq, yo) a
%—5(){0, Yo) # 0, pak ezistuje okoli bodu [xo,yo] takové, Ze je rovnici F(x,y) =0
implicitné urcena prdavé jedna spojitd funkce y = g(x).

b) Necht plati predpoklady z bodu a) a navic md funkce F' spojité parcidlni derivace
OF na néjakém okoli bodu [X0, Yo|, pak md implicitné urcend funkce g parcidlni

ox;
derivace % v bodé [xo] a plati

dg (o) g—i(xo,yo)
0) =~
Ox; %—g(xo,yo)

Tuto vétu uvadime bez dikazu.

Véta 3.25 (Metoda Lagrangeovych multiplikatort) Necht f : RY — R a F; :
R? —» R, kdei = 1,....,n < d, maji spojité parcidlni derivace proniho rddu na mnoZiné
ACRL Oznacme M ={x € A:Fy(x)=0proi=1,...n} a ddle necht md matice

g—ﬂ(x) g—g(x)
il ol

v kazdém x € M hodnost n. Md-li funkce f lokdlni extrém v xg € M na mnoziné M,
kde xq je vnitrni bod mnoZiny M, pak existuje A = [A1, ..., \,] € R™ takové, Ze




Ditkaz Ditkaz provedeme jen pro M = {x € R? : F(x) = 0}. Pou#ijeme znageni x = (21, ..., xq) = (%, y), kde X = (@1, ..., zg_1)

a y = x4 je takova sourfadnice, pro kterou plati 081_}; (0) # 0.7 Dle véty 3.24 o implicitni funkci existuje funkce g : R-L R, pro

kterou plati F (%, g(x)) = 0, navic

ag %0) gffi(*oyyo)
0) = — i T,
dz; gf; (%0, Y0)

Hledame tedy extrém funkce f(x) = f(%,y) = f(%,g9(%k)) = f(f() Ma-li f v %o lokalni extrém, tak plati

_of o _of Of 09
0 o; (%0) = o, (x0) + ooy (x0) o2; (x0)
af : ﬁ( FE (x0)
B2, 0 T dzq *o) ZE (xo)

af OF .
= —(x0) + A—(%0,%0), i=1,...,d—1,
ox; Oz,

%(xo)
oF

kde A = — .
Dag (X0)

0

Piiklad 3.16 Hiedejme extrém funkce f(x,y) = 5z* — 6xy + 5y* na mnoZiné M
zadané rovnici 2 + y? = 2.

I. Nejprve pouZijeme metodu Lagrangeovijch multiplikdtori. Tedy F(z,y) = x® +
y*> — 2. Oznacme L(z,y) = f(z,y) + \g(z,y), pak dle véty 5.25

oL of OF
a—m(%y) = %(x,y) + /\a—x(l’»y) = 10z — 6y + 2Xz = 0,
oL of OF
a—y(%y) = a—y(%w + /\a—y(%y) =10y — 62 +2\y = 0.

Navic musi platit v?+y? = 2. Mdme tedy tri rovnice o trech nezndmijch (x,y, \).

Z pronich dvou rovnic dostaneme y = BNy gz = (E’g—’\)y, tedy y = (M> v,

3 3
a proto (E’J?:—A) = +1. Tedy x = =+y. Z posledni rovnice pak dostaneme body

1,1],[1,-1],[-1,1] a [-1,—1]. Dosazenim téchto bodi do funkce f zjistime,
kde jsou extrémy funkce f na mnoZiné M.

f(l’ 1) = f(_17 _1) =4,
f(=1,1) = f(1,—1) = 16.

Proto md f maximum na mnoziné M v bodech [—1,1] a [1,—1] a minimum v
bodech [1,1] a [—1. — 1].

"Existence takové soufadnice zarucuje nenulovost gradientu gradF(x) = ( g—i, - g—fd) na M,
tedy obecné predpoklad plné hodnosti Jacobiho matice zobrazen{ (F1, ..., F;,)T. Pokud gTI’;(O) =0,
tak pouze provedeme preznaceni souradnic tak, aby po preznaceni byla parcidlni derivace podle

posledni souradnice nenulova.
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II. Nyni budeme postupovat podobné jako v prikladé 3.13. Je treba si uwvedomit, Ze

pomoci jedné funkce y(z) a x € I jsme schopni vyjadrit jen cast mnoziny M,
viz priklad 8.14. Necht y(z) = V2 — 22 pro x € [—v/2,V/2] (vyjddient horniho
oblouku), pak f(x) = f(z,y(z)) = bx? — 622 — 22 + 5(2 — 2?). Pak

Mo > r  —6(2—a*) 462> —12+122%
f(x) 6vV2—x +6xm N N 0
Tedy x = £1, y = V2 —22 = y/2—1 =1 a dostdvdme body [—1,1] a [1,1].
Stejné musime pracovat s dolnim obloukem, tj. s funkci y(x) = —v/2 — 2. Pro
tuto funkci dostaneme dalsi dva body [—1. — 1] a [1,—1]. JelikoZ ale nemdme
vyjddrent mnoZiny M v okoli bodii [—+/2,0] a [v/2,0], pak musime uvaZovat pri
dosazovdni do funkce f i tyto body. V ndsledujicim priklade si ukdZeme, jak to

muze dopadnout, kdyz tak neucinime.

f(1,1) = f(—1,-1) = 4,
F—1.1) = f(1—1) = 16,
F(=v/2,0) = f(v/2,0) = 10.

=

Priklad 3.17 Urcete extrémy funkce f(x,y) = x na mnoziné M dané rovnici x* +
y*> = 1. Na pruni pohled asi vidime, Ze funkce f md mazimum v bodé [1,0] a minimum
v bodé [—1,0]. Aplikujme vsak na ovéreni tohoto pozorovani stejné metody jako v
predchozim prikladé.

L

II.

oL
%(:c,y) =1+2\x =0,
oL
— =042 \y=0
oy (& Y) =0+2xy =0,
22 +y° =1
Z pruni rovnice dostaneme x = —%, ze druhé y =0 (A # 0 z prond rovnice),

ze treti pak x = £1, a tedy dostaneme body [—1,0] a [1,0]. Prostym dosazenim
overime, Ze f md mazimum v bodé [1,0] a minimun v bodé [—1,0].

Pro horni oblouk mdme vyjddrent y(z) = V1 — 22, tedy f(z) = f(z,y(z)) =z
a f’(x) =1+# 0. Z této rovnice Zadny bod nedostaneme a stejny vysledek bude
1 u spodniho oblouku. Pokud bychom tedy zapomnéli pridat krajni body oblouku
[—1,0] a [1,0], pak bychom se nedobrali k vysledku.
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