Kapitola 1
Uvod

1.1 Znaceni
o N ... prirozena ¢isla (1,2,3,...).
. celd disla (=3, -2, -1,0,1,2,...).
. raciondlni ¢fsla (2, kde p € Z a ¢ € N)

.. realna cisla

Q ® © N

.. komplexni ¢isla

1.2 Vyroky - opakovani

Definice 1.1 Vyrok je formule, kterd md néjakou pravdivostni hodnotu (md smysl
rozhodnout, zda je toto turzeni pravdivé nebo nepravdivé). Pokud vyrok plati, rikdme,
ze md pravdivostni hodnotu 1, v opacném pripade rikame, Ze md pravdivostni hodnotu

0.

Priklad 1.1 Vyrokem jsou napriklad véty "Soucet dvou sudych cisel je sudé cislo”,
nebo "Vsetin je nejvétsi mesto sveta” Naopak vety "At Zije pruni maj! "nebo "Ucte se
na zkousky. vyroky nejsou.

Definice 1.2 Necht V' a W jsou vyroky, pak zavedeme pojmy

e — ... negace (ne)



e A ... konjunkce (a)

e V ... disjunkce (nebo)
e = ... implikace

o« & ... ekvivalence

nasledugici tabulkou:

VIW|VIVVIWI I VAW | V=W | V&W
11110 1 1 1 1
11010 1 0 0 0
0(1] 1 1 0 1 0
0,0] 1 0 0 1 1

Déle zavedme kvantifikatory
« ... existencni kvantifikator (existuje)

o V ... obecny kvantifikator (pro vSechna)

Priklad 1.2 Negace implikovand na vyrok s kvantifikatorem.:

(Vo : V(z)) < Jo: =V (x)
=3y : W(y)) & Yy : =W (y)

Napriklad

“(VxeRIyeR:z=y+1)e IR (R z=y+1) &
JreRVyeR: m(z=y+1) e dreRVyeR:z#y+1

1.3 Mnoziny - opakovani
Uvedeme nepresnou "naivni”definici mnoziny (George Cantor 1845-1918).

Definice 1.3 Mmnozina je soubor objekti, které jsou presné urcené a ruzné a kde
vZdy nastdvd pouze jedna z nasledugjicich moznosti:

e a€ M ...a patri do mnoZiny M.



e a¢ M .. a nepatri do mnoZiny M.
Tyto objekty nazveme prvky mnozZiny.
Poznamka 1.1 Mnozina je svymi proky jednoznacné urcena.

Definice 1.4 Necht A a B jsou mnoZiny.
e« AC B ... A je podmnozZina mnoziny B, tj.Vr:x € A=z € B.

e AU B ... sjednocent mnozin A a B, tj. mnozZina vsech prvki x, které jsou
alesponi v jedné z mnozin A,B. AUB={z:2€ AVx € B}

« AN B ... prinik mnozin A a B, tj. mnozina vSech prvku x, které jsou jak v
AtakvB. ANB={x:x€ ANz € B}

e A\ B ... rozdil A a B, tj. mnoZina vsech proki x, které lezi v A a zdroven
neleziv B. A\ B={x:x€ ANz ¢ B}

e 0 ... prazdnd mnoZina, tj. mnozina kterd neobsahuje Zdidni prvek.
Necht A; jsou mnoZiny, pak

e Ut A=A UAU..={2:FieN:zecA}

e N, Ai=AinAsn..={z:VieN:zeA}

Definice 1.5 Kartézsky soucin A a B znaceny A X B je mnozina vsech uspord-
ddngch dvojic (a,b) takovijch, Zea € A ab e B, tj. Ax B={(a,b):a € ANb € B}.

Piiklad 1.3 Necht A = {{1},{2}} a B = {{0}, {3}, pak

Ax B=1{(1,0),(1,3),(2,0),(2,3)}

Definice 1.6 Necht K C R, m € R.

o Reknéme, Ze m je horni odhad (horni zdvora) mnoZiny K, prave tehdy, kdyz
Vee K:z<m.

o Reknéme, Ze m je dolni odhad (dolni zdivora) mnoZiny K, prdvé tehdy, kdyz
Ve K :z>m.



o Reknéme, Ze m je maximdlni prvek mnoZiny K (max K), prdave tehdy, kdyz
meK aVere K :x<m.

o Reknéme, Ze m je minimdlni prvek mnoZiny K (min K), prdvé tehdy, kdyz
meK aVere K :x>m.

o Reknéme, Ze m je supremum mnoZiny K (sup K), prdavé tehdy, kdy?

—VreK:xz<m,
—Vm'<m3ddzeK:z>m.

o Reknéme, Ze m je infimum mnoziny K (inf K), prdvé tehdy, kdyZ

—VeeK:x>m,
—Vm'>m3zeK:z<m.

o Reknéme, Ze K je shora omezend, prdvé tehdy, kdyZ existuje horni odhad K .
o Reknéme, Ze K je zdola omezend, prdvé tehdy, kdy? existuje dolni odhad K.

o Reknéme, Ze K je omezend, pravé tehdy, kdy? existuje horni i dolni odhad K
& dmeR Ve e K:|z| <m.

Priklad 1.4 K = {1,2,3}, pak 1 =min K =inf K a 3 =max K =sup K.

Piiklad 1.5 K = {®1 n e N}. Pakmin K = inf K =0, sup K = 1 a mazimum K
neezistuje. Skutecné, 0 € K (pron=1)a ™+ > 0Vn € N, proto 0 = min K = inf K.
1 je horni zavora, nebot 1 > "T_l Vn € N. Necht m < 1, pak pron splﬁujicz’% <l—m
dostaneme, Ze "1 =1 —% > 1—(1—m)=m. Protosup K = 1 a max K neezistuje.

Priklad 1.6 () # K C Z, K je shora omezend, potom sup K € 7.
Diikaz
Ukdzeme, ze sup K = max K. Necht sup K ¢ K. Oznacme m' = sup(K) — 1 =
Jda € K,a > m'. Zdroven ale plati, Ze a < sup K (nebot sup K ¢ K ). Pak ale 3b € K
takové, Ze b > a, tedy sup K —1 < a < b < sup K a zdroven a —b € Z = SPOR.
O

Piiklad 1.7 () # A C R je shora omezend mnoZina, necht navic sup A ¢ A, pak md
A nekonecnée mnoho proki.



Dukaz

ro=supA—1 =dr, € A:x90< 13
T <sup A = dr e A:x <y
Ty < sup A = doz € A: 19 < 13

T <xog<w3<---<supd
O

Nasledujici vétu uvedeme bez diikazu. Jeji dikaz lze nalézt napt. ve skriptech
Martina Rmoutila (https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rmoutil/NMTM101/MA1.pdf).

Véta 1.1 (Existence suprema) KaZdd neprizdnd shora omezend podmnoZina R
md supremum.

Kapitolu uzaviem rozsitrenou definici suprema a infima:

Definice 1.7 Necht M C R je shora neomezend mnozina, tak jeji supremum defi-
nujeme jako sup M = co. Je-li M C R zdola neomezend mnozina, tak jeji infimum
definujeme jako inf M = —oo. Didle zavedeme sup () = —oo a inf() = oo.

1.4 Zobrazeni

Definice 1.8 Necht M, N jsou neprizdné mnoZiny, pak f C M x N nazgyvame
zobrazeni z mnozZiny M do mnoziny N, jestliZe

Ve € M Yy, ys € N: ([z,y1] € fA[z,50] € f) = y1 = 1o

Pro prehlednost pouZivame pro zobrazeni znaceni f(x) = y. Definiénim oborem
zobrazeni f nazyvame mnoZinu

Dy ={x € M;3ye N: f(z) =y}

Necht X C Dy, pak f(X) :={y € N;3z € X : f(x) = y} nazjvdime obraz
mmnoziny X pri zobrazeni f.

Necht Y C N, pak f~Y(Y) = {x € Dy;Jy € Y : f(x) = y} nazgvdme vzor
mnoziny Y pri zobrazeni f.

f(Dy) nazgvame obor hodnot zobrazeni f a znacime Hy.



Poznamka 1.2 Necht M a N jsou mnozZiny, pak symbolem f : M — N znacime
fakt, Ze

o f je zobrazeni z mnoZiny M do mnoZiny N,
o M je definicni obor zobrazeni f,
e Obor hodnot f je podmnozinou mnozZiny N.
Poznamka 1.3 Specidlni pripady:
o Je-li f:R — R, pak f nazgvame redlnou funkci redlné promeénné.
o Je-li f: N =R, pak f nazyvame posloupnosti redlnych cisel.

Definice 1.9 Necht f: M — N.

f je prosté zobrazent, jestlize Vx1,x9 € Dy : 11 # 19 = f(x1) # f(22).

o [ je zobrazeni na, jestlize Vy € N 3x € Dy :y = f(z).

f je bijekce, jestlize je prosté a na.

[ je identita (znacime I), jestlize Vo € Dy : f(x) = .

f je konstantni zobrazent, jestlize 3c € N takové, Ze Vx € Dy : f(x) = c.

o Necht f je prosté zobrazeni, pak f~' : Hy — Dy takové, Ze (z,y) € [ =
(y,x) € f7!, je inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

o Reknéme, Ze zobrazeni f a g se rovnagji, jestlize Dy = D, aVx € Dy : f(z) =
9(x).

o Necht Dy C Dy, a f(z) = g(x) Vo € Dy, pak f je ziZenim zobrazeni g a g je
rozsirenim zobrazeni f. Je-li Dy = B, znacime f = g|p.

Priklad 1.8 Necht f(z) = 2* na celém Dy. Pak pro Dy = R* je f prosté zobrazent,
pro Dy = R f neni prosté (f(—1) = f(1)). Necht Dy = R, pak pro N = R* je f
zobrazeni na, pro N = R neni na (napr. y = —3).

Definice 1.10 Necht f: M — N, g: N — P . Pak zobrazeni go f : M — P takové,
Ze (go f)(z) = g(f(x)), z € M, se nazyvd sloZené zobrazeni, kde f nazyvame
vnitrnim zobrazenim a g nazyvdme vnéjsim zobrazenim.



Ptiklad 1.9 Necht f(x) = sinx a g(x) = 22, pak fog(x) = sinz? a go f(z) = sin® x.
Otazka:

. ?eghﬁ f(z) = e*,Vz € R, pak f~'(z) = Inz. Rovnaji se zobrazeni fo f~! a
“to f?



Kapitola 2

Posloupnosti

Definice 2.1 Zobrazeni z N do R nazgvame posloupnosti (realnych cisel). Znacime

{a1, a9, ...}, {a,}2, nebo {a,}.

Definice 2.2 Posloupnost {a,} je
o konstantni, jestlize 3a € R Vn € N : a,, = a.
o rostouct, jestlize Vn € N : a, < api1.
o klesajict, jestlize Vn € N : a,, > apyq.
o nerostouct, jestlize Vn € N : a,, > ap1q.
o neklesajici, jestlize Vn € N : a, < ayy1.
e monotonni, jestlize plati jedna z predchozich variant.
e shora omezend, jestlize AK €e RVvn € N:a, < K.
o zdola omezend, jestlize K €e R Vn € N:a, > K.

« omezend, jestlize 3K € RVn € N: |a,| < K.

Priklad 2.1 Posloupnost a, = 3 + 2n (aritmeticka posloupnost) je rostouct, zdola
omezend.



Priklad 2.2 Posloupnost a, = ”T_l je rostouci a omezend. Skutecné,

n?—1<n?
(n—1)(n+1)<n’

n—1 n
= < nt1 Omtb
navic 0 < ”T_l < 1.
Otazka:
« Je geometrickd posloupnost a,, = a; - ¢"~! monoténni?

o Je geometrickd posloupnost omezena?
Otazka:

o Které z nasledujicich vyroki jsou ekvivalentni z vyrokem: Posloupnost {a,} je
omezena?’
a) Posloupnost {a,} je omezend shora i zdola.
b) 3K e RVneN:|a,| < K.
¢) Mnozina {a, : n € N} je omezena.
)

d) Existuje ngp € Na K € R takové, ze Yn > ng : |a,| < K.

Definice 2.3 Reknéme, Ze posloupnost {a,} md vlastni limitu A € R, jestlize Ve >
0 Ing € N takové, ZeVn > ng : |a, — A| < e. Znacime lim,_,, a,, = A nebo a, — A.
Reknéme, Ze posloupnost {a,} je konvergentni, md-li vlastni limitu, tj. evistuje-li
A € R takové, Ze lim,,_, a, = A. Jestlize posloupnost nemd vlastni limitu, rikdme,
ze diverguje (je divergentni).

Priklad 2.3

—1
lim ©—— = 1.
n—oo n
Diikaz
Chceme ukdzat: Ve > 0 Ing € N takové, Ze Vn > ng: |t — 1] <e.

Méjme € > 0 a hledejme ng. Chceme, aby \”T_l — 1| = |% = % <e=n> %, tedy

ng = [1].



Priklad 2.4 Posloupnost 1, %, 1, }l, 1, %, ... nemd limitu.
Dikaz SPOREM: Necht existuje limita této posloupnosti. Oznacme ji A. Zvolme
e =1, pak lag,— — Al = |1 = A| < ; = A € (3,2). Ziroven plati, Ze |az, — A| < § a

Vn € N: ayg, < %, tedy A < % = SPOR.

Otézka:
Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: lim, ., a, = A pravé tehdy, kdyz existuje K > 0
takové, ze plati Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A|] < Ke.

Odpovéd: Tvrzeni je pravdivé. Dikaz

(=) Je-lilim,, o a, = A, tak Ve > 03dng € NVn > nyg : |a, — A| < ¢, tedy staci volit
K =1.

(<) Necht existuje K > 0 takové, ze plati V& > 03ng € NVn > nyg : |a, — A| < KE.
A méjme € > 0. Pak pro &€ = & existuje ng € N takové, ze Vn > ng : |a, — A| <
Ké =K & =c. Tedy lim, o a, = A.

O
Otézka:
Které z nasledujicich vyroku jsou ekvivalentni s vyrokem: "posloupnost {a,} je di-
vergentni”?

i) VK € R Jn € N takové, 7e |an| > K.
ii) VAe RVe >0Vno € NIn>ng:la, — A >e¢.
iii) VA€ R 3e>0Vno € NIn>ng:|a, — Al > .
iv) VAeR3e>0VneN:|a, — Al >¢.

Odpovéd: Ekvivalentni je pouze vyrok iii). Vyrok i) je negaci omezenosti po-
sloupnosti {a,}. Tedy posl. {a,} neni omezend, kdyz spliiuje podminku i). To sice
jiz implikuje, ze posloupnost {a,} neni konvergentni, ale neni to ekvivalentni vyrok.



Priklad omezené divergentni posloupnosti je na néasledujicim obrazku. Podminka ii)
také zarucuje, ze posloupnost {a, } bude divergovat, ale neni ekvivalentni s tvrzenim,
ze je posloupnost divergentni (existuji divergentni posloupnosti, které tuto podminku
nesplnuji viz nasledujici obrazek). Posledni podminku nespliiuje zadné posloupnost.
Staci zvolit A = a; (nebo zvolit za A libovolny jiny clen posloupnosti {a,}). Pri-
klady divergentnich posloupnosti, které nesplinuji podminky i) a ii) jsou znazornény
na nasledujicim obrazku.

Ukézeme si ekvivalenci vyroku "posloupnost {a,} je divergentni”s bodem iii).
Posloupnost {a,} je divergentni pravé tehdy, kdyz neni konvergentni, tedy kdyz
nema vlastni limitu. Tedy

VAeR: lima,#A VAR =(Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A <€)

n—oo

< VA € RIe > 0Vng € NIn > ng : |a, — A| > €).

Je tieba si uvédomit, Ze zda je zde nerovnost |a, — A| > € ostra ¢i neostra nehraje
roli. Existuje-li € > 0 : |a, — A| > ¢, pak plati i |a, — A| > . Existuje-li ¢ > 0
spliujici |a, — A| > ¢, pak pro & = /2 plati ostra nerovnost (a tedy existuje i £ > 0,
pro které plati ostra nerovnost).

4 4
K
3
3
A+e
2 ° ° ° A 2 ° ° °
1 [ ] [ ] [ ] [ ] 1 [ ] [ ] [ ] [ ]
A—¢
1 e 1 2 3 4 5 6 7 1 e 1 2 3 4 5 6 7

Definice 2.4 Rekneme, Ze posloupnost redlngjch cisel {a,} md nevlastni limitu oo
(resp. —o0), jestlize VK € R 3ng € N takové, Ze ¥n > ng : a, > K(resp. a,, < K).
Piseme lim,,_,, = 00 (resp. lim, o = —00).

Priklad 2.5 lim,, ., n = co. Staci zvolit ng = [ K.

Véta 2.1 (o jednoznacnosti limity) KazZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Dikaz



o Necht a, — A, a, — B a A # B (ob¢ limity vlastni). BUNO B > A, volme
e = 224 pak 3Ing € N takové, Ze Vn > ng |a, — A| < 254 a |a, — B| < 254,

tedy a, € (A — Z54, A+ 224 N (B - 254 B+ £24) = ¢ = SPOR.

e Necht a, — A je vlastni a zaroven a,, — co. Pak pro e > 0 Ing € N Vn > ng :
la, — A| < € a zaroven pro kazdé K € R 3ng € NVn > 7y : a, > K. Zvolme

K > a+ ¢, pak pro n > max{ng, o} plati a, < a + ¢ a zaroven a,, > a +¢& =
SPOR. Obdobné pro a,, — A a a, — —o0.

e Necht a, = o0 a a,, — —o0. Zvolme libovolné K € R, pak a,, > K pro n > ng
a zaroven a,, < K pron > nyg = SPOR.

Véta 2.2 (o limité monotonni posloupnosti) Necht a,, je monoténni posloupnost.
i) Je-li posloupnost a, omezend, pak ezistuje A € R takové, Ze lim, . a, = A.
it) Je-li posloupnost a,, neomezend neklesajici, pak lim,,_,, a,, = co.

iii) Je-li posloupnost a,, neomezend nerostouct, pak lim,_, a, = —00.

Dukaz

i) a, omezend a neklesajici, pak existuje s = sup{a,,n € N}. Zvolme ¢ > 0,
pak existuje a,, takové, ze a,, > s — ¢, tedy Vn > ng plati s —¢ < a, < s
= lim,,_o a, = s. Obdobné pro nerostouci posloupnosti.

ii) Je-li a, neklesajici a neomezend, pak a, > a1, tedy a, je omezend zdola = a,
neni omezend shora. Zvolme K, pak dng € N : a,, > K, z monoténie plyne
A, > Gy > K Y1 > nyg.

iii) Dukaz obdobné jako v predeslém piipadé.
O

Véta 2.3 Kazdd konvergentni posloupnost je omezend. Je-lilim,,_,, a, = +00 (resp. —
o0), pak je posloupnost a, omezend zdola (resp. shora).

Dukaz

e Nechf a, je konvergentni, pak existuje A € R takové, ze proe = 1 dng € NVn >
no: la, — A| < 1, tedy Vn > ng: a, < A+ 1. Pro M = max{ay, as, ..., apy, A +
1} + 1 tedy plati, ze Vn € N: a, < M .



o Je-lilim, ., a, = 0o, pak staci zvolit K, k nému najdeme nq takové, ze a, > K
Vn > ng, a zvolme M = min{ay, ..., an,, K} — 1. Pak Vn € N : a,, > M.
Obdobné u nevlastni limity —oo.

0

Véta 2.4 UvaZujme posloupnosti {a,} a {b,} a nechl existuje ng € N takové, Ze
Vn >ng:a, =b,. Pak plati:

i) Necht lim, o a, = A € R, pak lim,,_,., b, = A.

it) Necht lim,, o a, = 00 (—00), pak lim, . b, = 0o (—00).
Dikaz

i) Méjme € > 0, pak existuje ny € N takové, ze Vn > nj : |ap — A| < e. Jelikoz pro kazdé n > ng plati a, = by, tak
Vn > ng = max{ng,n1} : |bp — A| = |an — A| < &, tedy limp 500 by = A

ii) Mejme K € R, pak existuje n; € N takové, ze Vn > ny : ap, > K. Tedy Vn > fig = max{ng,n1} : b, = ap, > K, proto
limy 00 by, = oo.

O

Poznamka 2.1 Predchozi vétu lze interpretovat i takto. Zmeénime-li u posloupnosti
{a,} konecné mnoho cleni, tak jeji limitu nezmeénime.

Definice 2.5 Oznac¢me R* mnozinu R U {—o0, +00}.

Véta 2.5 (o dvou policajtech) Necht {a,},{b,} a {c,} jsou tri posloupnosti, pro néz
plati

e dng e NVn>ng: a, <b, <c,,
o lim, o0 a, = lim,, o c, = A € R*,
pak
lim b, = A.

n—o0

Dikaz

o A € R. Méme e > 0, pak existuje n; € N takové, ze Vn > ny : |a, — A| <
e a také existuje ny € N takové, ze VYn > ny : |c, — A| < e. Pak Vn >
max{ng,ny,n2}: A—cec<a, <b, <c, < A+eg, tedy lim, ,. b, = A.

e lim, . a, = 0o, pak ¥n > ng: b, > a, > K, tedy lim,, .o, b, = co. Obdobné
pro lim,, o ¢, = —00.



0

Véta 2.6 Necht posloupnosti {a,} a {b,} maji limity (vlastni ¢i nevlastni) a ¥Yn >
no € N: a, < b,, pak
lim a, < lim b,.
n—oo n—oo
Diikaz
Necht lim,, ., a, > lim, _, b,, pak existuje ¢ € R takové, ze lim, .., a, > q¢ >
lim,, o0 b,. Tedy Ing € N takové, Ze Vn > ng: (a, > ¢ A b, < q), coz je spor s
predpokladem a,, < b,.
O
Otéazka:
Necht lim,, o a, = A < lim,, o b, = B (A, B € R*). Ktera z nasledujicich tvrzeni
lze z tohoto predpokladu vyvodit?

i) IneN:a, <b,

dng e NVn >ng:a, <b,

)
i) Ing € NVn > ng : |a,| < |by|
iii)

)

iv) I3ng e NVn >ngp:a, <b,

Odpovéd: Z predpokladu lze odvodit tvrzeni i), iii) a iv). Sta¢i ukdzat, ze plati
tvrzeni iii), jelikoz to pfimo implikuje platnost tvrzeni i) a iv). Dukaz platnosti
tvrzeni iii) je témér stejny, jako dukaz predchazejici véty, ale rozepiSeme ho tro-
chu podrobnéji. Jelikoz lim, , a, < lim, . b,, tak existuje ¢ € R takové, zZe
lim, .wa, < q < lim,_,sb,. To lze ukazat napiiklad rozborem moznosti. Pro
A, B € R miizeme volit ¢ = B;A, pro A = —o0 a B € R lze pouzit treba volbu
q = B — 1. Rozbor dalsich variant nechame na ¢tenari. Existenci n; € N takového,
ze ¥n > ny : a, < q dostaneme vhodnou volnou ¢ pro A € R (napt. ¢ = ¢ — A) &
volnou K pro A = —oo (napf. K = ¢q). Obdobné existuje ny € N Vn > ny : ¢ < b,.
Pak pro vsechna n > ny = max{ny,ns} : a, < g <b,, ¢imz je dikaz hotov. Neplat-
nost druhého tvrzeni Ize ukazat na protiprikladu, napt. u konstantnich posloupnosti
{a, = -2} a {b, = 1}.

Otazka:

Necht lim,, o a, = A < lim,, . b, = B (A, B € R*). Kterd z nésledujicich tvrzeni
lze z tohoto predpokladu vyvodit?

i) IneN:a, <b,



ii) dng € NVn > ng: |a,| < |b,]
iti) Ing € NVn >ng:a, <b,
iv) Ing e NVn >ng:a, <b,

Odpovéd: Piiklad posloupnosti, kde Vn € N: a, = L A b, = —% ukazuje, ze

T n

z predpokladu lim, _,, a, = A < lim,_, b, = B nelze vyvodit ani jedno z tvrzeni
i)-iv).
Véta 2.7 (o limité souctu) Necht A, B € R, lim,, o a, = A a lim,, o b, = B, pak

lim (a,, + b,) = A+ B.

n—o0

Dikaz
Méjme e > 0, pak Ing € NVn > ng : |a, —A| < 5 a3Ing € NVn > g : [b, — B| <
5. Pro n > max{ng, 1y} plati [a, + b, — (A+ B)| < |ap, — A+ by, = B| < 5§+ 5 =¢.
O

Véta 2.8 (o limité soucinu) Necht A, B € R, lim,, o a, = A a lim,,_,o b, = B, pak

lim (a, - b,) = A- B.

n—o0

Dukaz

|anby — AB| = |(a — A)(by — B) + Ab, + a,B — 2AB]|
= (@ — A)(by — B) + A(b, — B) + (an — A)B|
< [(an — A)(bn — B)| + |A(b, — B)| + [(an — A) B

b
b
Pro ¢ > 0 stadi najit nj, n? a n} takové, ze:
o Vn>ng:|(a, —A)(b, — B)| < £,
« Vn>ng:|A(b, — B)| <&,
e Vn>nd:|Bla, — A)| <.
Pak ny = max{n},nZ,ng}.

Lemma 2.9 Necht lim,, oo b, = B, B#0 ab, #0Vn € N. Pak lim,,_,, % = %.



Diikaz
BUNO B > 0, pak existuje ng takové, ze Vn > ng : b, > g.

2|B — b,
B2

B —b,

11
b, B|
Zvolme € > 0 a necht pro Vn > 1y € N plati |B — b,| < %, pak

1 1

) B <& ¥n > max{ng,ng}.

O

Véta 2.10 (o limité podilu) Necht lim, . a, = A, lim, oo b, = B, B # 0 a b, #
0 Vn € N. Pak
lim dn _ é
n—oo b, B’
Dikaz
Viz lemma 2.9 a véta 2.8
O
Otazka:

Necht A € R. Ktery z nasledujicich vyroku je ekvivalentni vyroku lim,, . a, = A?
i) lim, o (a, — A) = 0.
i) limy, o0 |a, — A| = 0.

Odpovéd: Oba vyroky jsou ekvivalentni s vyrokem lim,, ., a, = A. Staci pracovat
s tim, Ze lim,,_,oo a,, = A< Ve > 0 3ng € NVn > ng : |a, — A| < € a pak si uvédomit,
ze (la, — Al <e) & (J(a, — A) — 0| <e) & ||la, — Al — 0] < e.

Otézka:
Uvazujme posloupnost {a,} a necht A € R. Jsou néasledujici vyroky ekvivalentni?

i) lim, o a, = A.
i) lim, ., |a,| = |A|.

Odpovéd: Necht lim,, o a, = A. Pak Ve > 0 3Ing e NVn > ng : |a, — Al <e =
Ve >0 3ng € NVn > ng : ||la.] — |A]] < e, tedy lim,, s |an| = |A]. Zde vychézime
s nerovnosti ||a| — |b|]| < |a — b|. M&me {a, = (—1)"}, pak lim, . a, neexistuje,
ale lim,, ,o |a,| = 1. Na tomto protipiikladu vidime, Ze vyrok lim, . |a,| = |A]
neimplikuje vyrok lim, ., a, = A, tedy vyroky nejsou ekvivalentni.



Lemma 2.11 Je-li posloupnost a, omezend zdola (resp. shora) a lim, . b, = oo
(resp. —o0), pak

lim (a,, + b,) = oo (resp. — 00).
n—oo

Dikaz
Existuje L € R takové, ze Vn € N: ap > L a VK dngVn > ng : by, > K.
Meégjme M € R, pak pro volbu K = M — L dostdvame Vn > ng : an+by > L+ K = L+(M—L) = M, tedy limy,, o (an+bn) = oco.

Lemma 2.12 Je-li lim, o, a, = 0 a {b,} je omezend posloupnost, pak

lim a, - b, = 0.

n—oo
Diikaz
Ve > 03ng € NVn > ng :lap| <eadK eRVneN: |b,| < K.
Megjme € > 0, pak |anbn| = |an||bn| < |an|K < eK. Tedy limy, o0 ap, - by = 0.

Lemma 2.13 Uvazujme posloupnosti {a,} a {b,}.

i) Existuje-li « > 0 a ng € N takové, Ze Vn > ng : a, > « a lim, b, = 00
(resp. —o0), pak
lim a,b, = +o00 (resp. — o0).
n—oo

i1) BExistuje-li o < 0 a ng € N takové, Ze VYn > ng : a, < a a lim, . b, = ©
(resp. —o0), pak

lim a,b, = —oco (resp. + 00).
n—oo

iii) Je-li lim, o0 a, = £00 a lim,,_, b, = co(resp. — ), pak

lim a,b, = +o00 (resp. F o0).
n—oo

Dikaz

i) limy o0 by = oo, tedy VK € R 3ng Vn > ny : by > K.

Méjme M > 0 a volme K = % Pak Vn > max{ng,n1} : apby, > aK = M. Tedy lim, _ anby = +oo.
i) Viz i)

iii) Plyne z i) a ii).

Lemma 2.14 Necht je lim,_,, |b,| = 00 a Vn € N: b, # 0. Pak



Dikaz
limy, 500 |bn| = oo, tedy VK € R 3ng € NVn > ng : |bn| > K.

Méjme € > 0, pak pro volbu K = % dostavame: Vn > ng : |% - 0’ = 1
n

[bn |

< & =e. Tedy limp 00 ﬁ =0.

Lemma 2.15 Necht lim,, o b, =0, b, > 0 (resp. b, < 0) Vn > ng, pak

lim — = +oo (resp. — 00).

Dikaz
limy, 300 by = 0, tedy Ve > 0 3n; € NVn > ny : |by| < e. Pfiddme-li pfedpoklad Vn > ng : b, > 0, dostaneme Vn >
max{ng,n1}:0 < by < e.
Méjme K > 0, pak pro volbu € = % dostaneme, ze Vn > max{ng,ni} : % > % = K. Tedy limy, o0 % = oo.
n n

O
Definice 2.6 Pro kazdé a € R definujme

—00 < a < 00
a £ 0o = Fo0
a(£o0) = f+oo proa >0
a(£o00) = Foo  proa <0

a
-0
+oo
+
%.O::I:oo pro b >0
+
%.O::FOO pro b < 0
| £ 00| =0

+00 + 00 =00

—00 — 00
+00 - (£00) = £00
—00 - (£00) = Foo

—0

Nedefinujeme vyrazy: 0 - (£o00), +00 — 00, %, G proa € R, 0% oc? a 1°°.

Véta 2.16 ( aritmetice limit) Necht ay,,b, jsou posloupnosti, potom plati:

i)
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,
n—oo n—o0 n—0o0
lim a, - b, = lim a, - lim b,
n—o0 n—o0 n—oo



ii)

. Gp lim,, 500 @y
lim — = ———= 7
n—oo by, lim,, o by,

pokud jsou pravé strany definovdny.

iii’) Je-li b, >0, lim, o b, = 0,1imy, 00 a, > 0 (resp. < 0), pak

lim 2 = o0 (resp. — 00).

n—oo n

ii”) Je-li b, <0, lim,_, b, = 0,lim, o a, >0 (resp. < 0), pak
lim — = —oo (resp. + ).
Diikaz
i) Viz. véta 2.7 (vlastni limity), véta 2.3 a lemma 2.11 (nevlastni limity).

ii) Viz. véta 2.8 (vlastni limity), lemma 2.13 (nevlastni limity).

iii), iii’) a iii”) Viz. véta 2.10 (vlastni limity), ii) + lemma 2.14 a lemma 2.15 (nevlastni limity).



