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Kapitola 1

Zaklady pravdépodobnosti

,, Teorie pravdépodobnosti je
v podstaté zdravy rozum,
preméneny na kalkulus.

—Pierre Simon de Laplace

1.1 Uvod

Néhoda a ndhodné jevy provazeji lidstvo od nepaméti. Hazardni hry byly oblibené
jiz v Egypté, starovékém Recku ¢ Rimé. Dle fecké mytologie bohové Zeus, Poseidén
a Hédés losovali o rozdéleni ¢asti, kterym budou vlddnout (Zeus ziskal nadvlddu nad
zemi, Poseidén nad mofem a Hadés nad podsvétim) [22]. Rimsky vojevidce Gaius
Julius Caesar zase pronesl 10. ledna 49 pi. n. 1., kdyz prekracoval feku Rubikon se
svymi legiemi, slavné , Alea iacta est” (kostky jsou vrzeny). S hracimi kostkami je
také spojeno i slovo hazard, které vychéazi z arabského slova az-zahr, coz je prave
vyraz pro hraci kostky [34].

Prestoze jsou hazardni hry znamé uz od praddvna, pravdépodobnost se zacala
rozvijet az v 17. stoleti. Za pocatek teorie pravdépodobnosti byva ¢asto povazovana
korespondence mezi Blaisem Pascalem (1623-1662) a Pierrem de Fermatem (1607-
1665) v roce 1654 [32]. Uz v 16. stoleti sice napsal Gerolamo Cardano (1501-1576)
své pojednéni o hrach ndhody [§], to vsak bylo prvné publikovdno az pfiblizné o sto
let pozdéji v roce 1663 v ramci prvniho svazku jeho sebranych spisu (Hald [I3] uvadi
rok 1663 za pravdépodobny rok vzniku, Macak [19] piSe jiz o roku 1526).

Proc se do té doby o pravdépodobnost nezajimali ani Rekové, kteif jinak pfispéli



témeér ke véem budoucim védeckym disciplindm, se muzeme docist v [I3]. Aristo-
telés délil udélosti do tif skupin. Na udalosti, které se musi stat, udalosti které se
pravdépodobné stanou a na udélosti nepredpovéditelné a ndhodné, které se nedaji
predem odhadnout, a proto jsou nedostupné védeckému zkoumani. Takovy pohled
studium pravdépodobnosti skuteéné vylucoval. V pozdéjsi kiestanské Evropé, kdy
byla vétsina znalosti pod dohledem cirkve, byla ndhoda povazovédna bud za projev
Bozi vile (a tedy nebylo co zkoumat), nebo za synonymum pro neznalost vsech pticin
daného jevu (tedy byla existence ndhody odmitana). Jako piiklad tohoto pohledu si
uved me ndsledujici citéty z Etiky od Barucha Spinozy (1632-1677) [30] (zde prevzato
z [19]), které pochazeji z dob poééatku teorie pravdépodobnosti:

o "V prirodé neexistuje nic nahodného, nybrz vSechny véci jsou prirozenosti Boha
nutné determinovany k urcitému modu existence a pusobent.”

e 7... jako ndhodnou vSak oznacujeme véc jen z duvodu tkvicich v nedostateénosti
naseho poznani. Ta véc, o niZ nevime, zda jeji esence nezahrnugje protiklad, nebo
0 niz bezpecné vime, Ze Zddny protiklad nezahrnuje, a presto o jeji existenci
nemuzeme nic s jistotou tvrdit, protoZe rad pricin je ndm skryt, takovd véc
se ndm nemuze jevit ani jako nutnd, ani jako memoznd, a proto ji nazyvdme
nahodnou nebo moznou.”

Ackoliv pravdépodobnost nebyla systematicky zkouména az do 17. stoleti, prvni
ulohy zahrnujici pravdépodobnost lze najit diive. Uvedeme si jednu velmi starou
ulohu, ktera byla zformulovana v italském rukopise jiz v roce 1380 a kterou nejspise
ptivezli do Itélie Arabové [2]. Tato tiloha se nékdy nazyvé problém bodu a byla mimo
jiné feSena i v jiz zminéné korespondenci mezi B. Pascalem a P. Fermatem.

Piiklad 1.1 Dva hrdci A a B spolu hraji sérii partii, které nemohou skoncit remizou.
Predpokladdme, Ze jednotlivé hry jsou spravedlivé, tj. kaZdy hra¢ md stejnou Sanci,
zZe vyhraje. Dale predpokladejme, Ze jednotlivé hry jsou na sobé nezavislé, tj. v dalsi
hre nehraje Zadnou roli to, jak dopadla hra predchozi. Hraci hraji o urcitou castku,
kterou ziskd ten, ktery pruni vyhraje 6 partii. Hraci museli hru prerusit za stavu 5 : 3
pro hrdace A. Jak si maji hraci rozdélit vyhru?

Reseni:

Uvedeme feSeni, které je zalozené na metodé popsané v jiz zminéné korespondenci mezi Pascalem
a Fermatem. Pfedpoklddejme, Ze bychom hrali jesté tii partie (i kdyz ve vétsing piipadu by byl
vitéz znam jiz diive). Vitézstvi hriace A oznacime pismenem a a vitézstvi hrac¢e B pismenem b. Pak
mame nasledujicich osm moznosti, jak muze hra pokracovat, a to:

aaa

, aab, aba, baa, abb, bab, bba a bbb.



Jelikoz jsou tyto varianty stejné pravdépodobné a jen posledni varianta vede k vitézstvi hrace B,

je tedy spravedlivy pomeér rozdéleni vyhry 7: 1.

O tom, ze lze v pravdépodobnostnich tlohach snadno udélat chybu, svédéi i to,
ze predeslou tlohu chybné vytesil jak Fra Luca Paccioli (1445-1514), tak Niccolo
Tartaglia (1499-1557). Pravdépodobnost si ale pohrala i s dalsimi slavnymi matema-
tiky. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) i Jean le Rond d’Alembert (1717-1783)

chybné vytesili nasledujici ilohu [2].

Piiklad 1.2 S jakou pravdépodobnosti padne pri dvou hodech minci alesporn jednou
lic?

Pfitom podobnou tlohu nelze povazovat za extrémné obtiznou, muzeme ji nalézt
hned jako prvni tlohu v kapitole 2 (pravdépodobnost) v ucebnici [7]. Je zkritka
tteba k podobnym tulohdm pristupovat s védomim, ze v nich muze udélat chybu
skutecné kazdy a neni vzdy lehké svou chybu v tivaze ¢i postupu odhalit.

Poznamka 1.1 V predchozim prikladé intuitivné predpokldiddme, Ze pravdépodobnost
padnuti lice je stejnd jako pravdépodobnost, Ze padne rub. Je vsak tento predpoklad
v porddku? Neddavny vijzkum ukdzal [3], Ze pravdépodobnost strany, kterd na minci
padne, je ovlivnéna tim, jak je mince pred hodem natocena. Presnéji pravdepodobnost,
Ze padne ta strana, které byla pred hodem mince nahore, je priblizné 0.508, zatimco
opacnd strana padne pouze s pravdépodobnosti 0.492. Zde ale nebudeme timto faktem
tlohy o hodu minci komplikovat a budeme predpokldidat, Ze lic i rub padaji se stejnou
pravdépodobnosti. V redlu by tohoto vysledku slo docilit tim, Ze bychom pred kazZdym
hodem vZdy s polovicni pravdépodobnosti vybirali jako horni stranu lic a s polovicéni
pravdépodobnosti rub.

1.2 Zavedeni pravdépodobnosti

1.2.1 Klasicka definice pravdépodobnosti

Vratme se nejdifve k pifkladu a ukazme si spravné teseni. Mozny vysledek
rozdélime na ¢tyti stejné pravdépodobné situace, a to na dvojice padlych stran lic-lic,
lic-rub, rub-lic a rub-rub. Z téchto moznosti tii popisuji situaci, kdy padne alespon
jednou lic, tedy hledana pravdépodobnost je %. Intuitivné jsme v tomto feseni vyuzili
ideu klasické pravdépodobnosti, kterou si nasledné zadefinujeme. Nejprve si ale za-
vedeme nasledujici pojmy, které nas budou provazet celou teorii pravdépodobnosti.



Uvazujme néjaky nahodny pokus (tfeba hod dvéma mincemi), pak mnozinu
vsech moznych vysledku tohoto pokusu oznac¢ime {2 a nazyvame ji prostor ele-
mentarnich jeva . Jednotlivé vysledky tohoto pokusu (které jiz nelze rozlozit na
mensi podvysledky) nazveme elementarni jevy a znacime je w (ruzné elementarni
jevy budeme rozlisovat pomoci indexti). Libovolnou podmnozinu A C 2 pak nazyvé-
me nahodny jev .

V predchozim piikladu bychom tedy méli 2 = {w, we, w3, wy}, kde wy = {lic-lic},
wy = {lic-rub}, ws = {rub-lic}, wy = {rub-rub} a ndhodny jev A je napiiklad jev, ze
padne alespon jeden lic, tedy A = {lic-lic, lic-rub, rub-lic}.

Dale pak zavedeme:

1) sjednoceni jeva A, B ... jev, ktery nastane pravé tehdy, nastane-li aspon
jeden z jevu A, B; znaceni: AU B;

2) prunik jeva A, B ... jev, ktery nastane pravé tehdy, nastanou-li oba dva jevy
soucasné; znaceni: AN B;

3) rozdil jevu B a A ... jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastane jev B a
zéroven nenastane jev A; znaceni: B\ A;

4) A je podjev jevu B ...jev B nastane, kdykoliv nastane jev A; znaceni: A C B;

5) doplnék jevu A ... jev, ktery nastane préavé tehdy, kdyz nenastane jev A;
znaceni: A° = Q\ A;

6) A, B jsou disjunktni jevy ... jevy A a B nemohou nastat soucasné; znacent:

ANB =
7) jev nemozny ... jev, ktery nenastdva nikdy; znacent: ();

8) jisty jev ... jev, ktery nastane vzdy - 1ze ho ztotoznit s prostorem ; znaceni:
Q.

Uvedme nyni klasickou definici pravdépodobnosti, kterd se téz nékdy nazyva
Laplaceova definice podle Pierra Simona de Laplace (1749-1827). Ten v roce 1820
publikoval knihu Théorie analytique des probabilités [I7], ve které je shrnuto veskeré
soudobé poznani z teorie pravdépodobnosti a kde je mimo jiné i uvedena tato definice.
Nutno dodat, ze toto rozsahlé dilo vSak predbéhlo svou dobu a bylo pro tehdejsi
ctendre tézko stravitelné.

Definice 1.1 Prostor (0, F, P) nazveme klasickym pravdépodobnostnim pro-
storem, jestlize



i) mnozina Q = {wy,...,w,} je koneénd a vsechny elementarni jevy jsou stejné
mozné (stejné pravdépodobné, tj. oznacime-li p; = P(w;), i = 1, ...,n, pravdépo-
dobnosti jednotlivych elementdrnich jevi, pak p1 =ps = ... =p, = %),

it) F je mnozina viech podmnozin (2,

iii) pravdépodobnost P ndhodného jevu A je rovna

P(A) = "4,

n
kde n4 je pocet elementdrnich jevi priznivych jevu A.

Poznamka 1.2 Poznamenejme, Ze v predchozi definici pouZivaime nematematicky
pojem ,,vSechny elementarni jevy jsou stejné mozné”, ktery se ale v predpokladech u
zavedeni klasické pravdépodobnosti vetsinou v néjaké verzi vyskytuje. Pokud pouZijeme
misto toho formulaci ,,... stejné pravdépodobné”, pak zase pouzivime pojem, ktery
jesté memdme definovdn. Bod iii) v sobé ale obsahugje informaci, Ze vSechny ele-
mentdrni jevy maji stejnou pravdépodobnost, tedy lze tento predpoklad vynechat.
Druhd moznost by byla nejdrive zavést axiomatickou definici pravdépodobnosti, a pak
pouzit jiZ zadefinovany pojem ,,vsechny elementdrni jevy maji stejnou pravdépodob-
nost”.

Priklad 1.3 Uvazujme dva hody vyvdZenou kostkou. Jakd je pravdépodobnost jevu
A, Ze padne soucet 67

Reseni

Oznacime-li (4, 7) elementdrni jev, Ze na prvni kostce padlo ¢islo i a na druhé kostce padlo éislo j,

pak Q = {(i,j)}};=; a vSechny elementdrn{ jevy (i,j), i,j = 1,...,6, jsou stejné pravdépodobné,

tedy P(i,7) = %, 1,7 =1,...,6. Jev A = {(1,5),(2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}, tedy |A] =5 a hledand
|A| 5

pravdépodobnost je P(A) = @l = 36

Poznamenejme, ze nékdy se pfi feseni podobnych tloh uvazuji pouze moznosti
padlych dvojic ¢isel na kostkach bez rozliSovani poradi. Pak obsahuje mnozina (2
pouze 21 elementdrnich jevi, nebot se napiiklad jevy (1,6) a (6,1) spoji do jed-
noho elementarniho jevu ,,padla jednicka a Sestka”. Pii takto zavedené mnoziné ele-
mentarnich jevu ale neplati, Zze vSechny elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné,
a tedy nelze aplikovat ideu klasické pravdépodobnosti. Praveé této chyby se dopustil
pii feseni tlohy o mincich (piiklad d’Alembert, kdyz uvazoval pouze elementarni
jevy {2x lic}, {1x lic + 1x rub} a {2x rub} a neuvédomil si, Ze tyto elementérni
jevy nejsou stejné pravdépodobné. Tato chyba ho vedla k nespravnému vysledku, ze
hledana pravdépodobnost, ze pii dvou hodech minci padne alespon jednou lic, je %

7



1.2.2 Geometricka pravdépodobnost
V ucebnici [21] je nésledujici uloha (kap. 20, pt. 42, b)):

Priklad 1.4 S jakou pravdépodobnosti poloptimka vedend z bodu A md s kruznici
k(S;3 cm) alespon jeden spolecny bod, je-li |AS| =6 cm?

Obrézek 1.1: Grafické zndzornén{ piikladu [1.4]

Reseni

Pii Feseni této dlohy si s klasickou pravdépodobnosti nevystacime, jelikoz méme nekonecné (dokonce
nespocetné) mnoho moznosti, jak vést z bodu A polopfimku, a tedy nekoneéné (nespocetné) mnoho
elementarnich jevu. Zkusme tedy tuto tlohu fesit intuitivné. Nejdiive si celou situaci zndzornime
graficky (Obrdzek . Na obrazku jsou znazornény hrani¢ni pripady, tedy situace, kdy ma po-
lopfimka s kruznici k(S;3 em) prévé jeden spoletny bod. Snadno z obrdzku dopoéitdme, ze vy-

znaceny hraniénf hel o je roven . Jelikoz tihel o mezi libovolnou polopiimkou vedenou z bodu A

%

zminénd polopiimka s kruznici k(S; 3 e¢m) alespon jeden spoleény bod, je hledand pravdépodobnost
1

rovia £ = =.
T 6

a polopiimkou AS muze byt libovolny z intervalu [0, 7] a pro « € [0, Z] nastane situace, kdy mé

V této tloze je mnozina elementarnich jevi mnozina vsech moznych polopiimek
vedenych z bodu A, tedy jde - jak jiz bylo zminéno v feSeni - o nespoc¢etnou mnozinu.
Jelikoz je kazda poloptimka z bodu A jednoznacné urcena thlem «, pak lze za
mnozinu elementarnich jevu povazovat mnozinu vsech uhlu, tedy napriklad interval
Q = [0,2m). Pii této volbé dostaneme A = [0, 2] U [HT). V 1loze tise predpokldddme,
ze vSechny elementarni jevy jsou stejné mozné (stejné preferované). Prirozend volba,

8



4]

jak urcit pravdépodobnost jevu A, je urcit podil a kde |A| a || jsou délky piislusnych

A z , , ou e
== 5 = %. Tato uvaha nas muze privést k

intervalu. Dostaneme tedy P(A) = i = 2r

nasledujici definici.
Definice 1.2 Necht plati:

e QO CRY (obuykle d = 1,2,3) a p(Q) < ocﬂ tedy vsechny elementdrni jevy lze
vyjddrit jako body néjaké podmmnoziny R s koneénou mirou.
o F =B() je Borelovskd a—algebmﬂ na €.
d(A
o P(A) =5 VAEF.
Pak trojici (2, F, P) nazveme geometrickym pravdépodobnostnim prostorem
a P geometrickou pravdépodobnosti.

Poznamka 1.3 Ddle budeme pt(A) a u(Q) nahrazovat pouze znacenim |A|, resp.
|Q|, a budeme o |A] a || hovorit jako o délce, plose ¢i objemu A, resp. ||, dle toho,
v jaké dimenzi se budeme pohybovat.

Priklad 1.5 Prdtelé Igor a Dano si domluvi schuzku mezi 10:00 a 11:00. Jejich
prichody na dané misto jsou nahodné E| v ramci smluveného ¢asového intervalu. Kazdy
bude cekat 10 minut, a pak odejde. Jakd je pravdépodobnost, Ze se setkaji?
Reseni
Kazdou moznou dvojici ¢asti pifchodii lze popsat pomoci bodu [z,y] € [10,11]? (prvni soutadnice
popisuje ¢as piichodu Igora a druhd ¢as prichodu Dana). Dano s Igorem se potkaji, je-li |z —y| < é
(viz obrdzek oblast vyznacend ¢ervené). Tedy |©2| = 12 = 1 ... plocha ¢tverce [10,11]2, |A| =
% 1= (%)2 = % a hledand pravdépodobnost je tedy
1Al 11
= 1l =35
Popisme si nyni jednu zndmou metodu, tzv. metodu Monte Carlo, ktera mj. s
geometrickou pravdépodobnosti tizce souvisi. Uvazujme néasledujici pokus, ktery se
d4 provést i na stiednich gkoldch. Méjme na vétsim listu papiru étvercovou sit a
v kazdém ¢tverci této sité méjme vepsany kruh. Hézejme na tuto sit mald zrnka

(napriklad zrna ¢ocky), oznaéme n pocet hozenych zrnek a ma pocet zrnek, které
padnou do vnitiku nékterého z kruhu (Obrézek [1.3)).

P(A)

L znaéi d-rozmérnou Lebesgueovu miru.

2Pojem o-algebra zadefinujeme pozdéji s axiomatickym zavedenim pravdépodobnosti, zde
jen poznamenejme, Ze Borelovska o-algebra je nejmensi o-algebra obsahujici vSechny oteviené
podmnoziny €2, a tedy i vSechny uzaviené podmnoziny a kombinace obou téchto typi.

3Slovem ,nahodné” se v tomto smyslu mini rovhomérné rozdélené, tedy Ze zadny z moznych
casu prichodu neni preferovan.
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Obrézek 1.2: Ctverec vyznacuje mnozinu vSech elementdrnich jeva (dvojic ¢asu
piichodu), které mohou nastat, ¢ervené vyznacend oblast oznac¢uje mnozinu takovych
dvojic casu prichodu Dana s Igorem, ze se oba na smluveném misté potkaji.

Pravdépodobnost, ze ndhodné hozené zrnko padne do vnitiku nékterého z kruhu,
je 7. Provedeme-li dostatecny pocet hodt, pak lze ocekdvat, Ze se relativni Cetnost
“4 bude blizit této pravdépodobnosti, tedy “4 = 7. Z toho dostaneme aproximaci
™= 4'%. Této metodé, kdy na zakladé provedeni velkého poctu nahodnych pokusu
¢i simulaci ziskame hledany odhad, se fikd metoda Monte Carlo . Za otce této
metody je povazovéan Stanislaw Marcin Ulma (1909-1984), ktery na tuto metodu
ptisel pii hrani hry Solitaire (,,The idea for what was later called the Monte Carlo
method occurred to me when I was playing Solitaire during my illness”) v obdobi,
kdy pracoval na vyvoji vodikové bomby v rdmci projektu Manhattan [28]. Prvni
naznak pouziti této metody ale pochézi z roku 1777, kdy Georges Louis Leclerc de
Buffon (1707-1788) publikoval teseni své tilohy o jehle (Zadani této tlohy je v ¢asti
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Obrézek 1.3: Aplikace Monte Carlo metody pro odhad &isla 7. Cervené body oznacuji
hody, v nichz hazené predmeéty padly do nékterého z kruhu, modré body oznacuji
hody, v nichz hazené predmeéty padly vné kruht. V tomto obrazku je n = 20, ny = 14,
tedy odhad c¢isla m by byl % =2.8.

1.2.4) 1iloha 9.). A¢ bylo Feseni této ulohy publikovéno az v roce 1777 v [6], byla tato
tuloha formulovana jiz v roce 1733 v [3].

1.2.3 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Klasickou i geometrickou pravdépodobnost lze pouzit pouze v ptipadé, zZe nepreferu-
jeme zadny z elementarnich jevu. To bohuzel nepostihuje vSechny typy tuloh, které
v pravdépodobnosti potfebujeme tesit. Proto je nutné formulovat definici, ktera po-
kud mozno vsechny myslitelné situace zastiesuje. S takovou definici, ktera vychazi
z teorie miry, piisel v roce 1933 Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987). Ten je
proto povazovan za zakladatele moderni pravdépodobnosti [32].

Definice 1.3 Necht Q je libovolnd neprdzdnd mnoZina. Pak libovolny neprdzdny
systém podmmnozin F, pro ktery plati:

i) Qe F,
i) Ae F= A°=Q\ A€ F, (uzavienost na dopliky)
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i) Ay, As, ... € F = ;e Ai € F, (uzavienost na spocetné sjednocent)
nazveme o -algebrou a dvojici (Q, F) nazjvaime méritelny prostor.

Poznamka 1.4 Bod i) je v predchozi definici nadbytecny, jelikoz primo plyne z
bodi ii) a iii). Presto se casto tento bod v definici o-algebry uwvddi, viz [18], [33]. Z
predchozi definice plyne, Ze o-algebra obsahuje i prazdnou mnozZinu ¢i Ze je uzaviena
na spocetné priniky (A1, Az, ... € F = (o, A € F) [18].

Poznamka 1.5 PozZadované vlastnosti z definice[1.3 jsou celkem prirozené. Pri prdci
s ndhodnymi jevy se nam casto hodi, aby v systému (v o-algebre), se kterym pracu-
jeme, byl jak jisty, tak nemozny jev, a aby byl tento systém uzavien na doplnky,
sjednocent a pruniky jevi.

Piiklad 1.6 Uvazujme hod kostkou a oznacme {i}, i = 1,...,6, jev, Ze padla na
kostce hodnota i. Pak Q2 = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}} a F bude obsahovat prizdnou
mnozinu, vSechny elementdrni jevy {i}, viechny dvojice elementdarnich jevi {{i},{j}},
i # 7, vSechny trojice, ¢tverice i pétice téchto elementdrnich jevi i celé Q). Tedy F
bude obsahovat 30 _, (%) mnozin.

Pokud bychom se zajimali pouze o to, zda padne na kostce sudé, ¢i liché cislo,
pak by nejmensi o-algebra, se kterou muzZeme pracovat, vypadala takto

F = {0, {{1}, {3}, {5}}, {{2}. {4}, {6}}, ).

Mame-li zadefinovany pojem méfitelny prostor, muzeme piejit k axiomatické de-
finici pravdépodobnosti.

Definice 1.4 (Kolmogorova axiomaticka definice pravdépodobnosti) Uvazujme
méritelny prostor (Q, F) a necht P je mnoZinovd funkce definovand na F s vlast-
nostmi:

i) P(Q) =1,
ii) YA € F plati P(A) > 0, (P je nezdpornd)

i) necht Ay € F aVi,j:i# j plati AN A; =0, pak P(U;e; Ai) = > ooy P(A;)
(o-aditivita).

Pak funkci P nazgvdme pravdépodobnosti (pravdépodobnostni mirou) a tro-
jgici (2, F, P) nazjvame pravdépodobnostnim prostorem.
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7 ptedchozi definice 1ze dokazat nasledujici tvrzeni o vlastnostech pravdépodob-
nosti.

Tvrzeni 1.1 Uvazujme libovolny pravdépodobnostni prostor (Q, F, P), pak md prav-
dépodobnost P ndsledugjici vlastnosti:

i) 0< P(A) <1, VAeF,
ii) P je monotonni: A,B € F,AC B = P(A) < P(B),
iii) P(A°) =1— P(A), VA€ T,
iv) P(LAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB), VA BecF,
v) A,BEF,AC B= P(B\ A) = P(B) — P(A).

1.2.4 Cviceni

1. Hazime ¢tyimi Sestisténnymi hracimi kostkami. Urcete, jaka je pravdépodob-
nost, ze

a) padnou CGtyfi ruzna ¢isla,

o

padnou pouze licha cisla,

o o

soucet ¢isel bude vétsi nez 5,

)
)
) soucet Cisel na vSech kostkach dohromady bude roven 6,
)
e)

padne alespon jedna Sestka.

2. V regalu je 6 lahvi normélnfho rumu a 4 lahve pan¢ovaného rumu (vizualné k
nerozeznani). Nahodné vybereme z regalu 3 lahve a z kazdé ochutname. Urcete,
s jakou pravdépodobnosti
a) byl pravé ve dvou ndmi ochutnanych lahvich methanol,
b) byl alesponi v jedné ndmi ochutnané lahvi methanol.
3. Na svazku méme 8 ruznych klici a pokousime se odemknout zamek. Vy-

zkouseny kli¢ vzdy dame stranou a nahodné vybereme dalsi kli¢ ze zbyvajicich.
Jaka je pravdépodobnost, ze odemkneme az na paty pokus?

4. Uvazujme n ruznych dopisu a n ruznych obdlek (s jiz nadepsanou adresou).
Zmatena sekretaika umisti dopisy do obalek zcela ndhodné.
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5.

10.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze je alespon jeden dopis ve spravné obdalce?
b) Spoctéte limitu této pravdépodobnosti pro n — oo.

(Maxwell-Boltzmannovo schéma) Do vlaku s n vagény nastupuje r cestujicich.
Predpokladejme, ze kazdy clovék si vybira vagon zcela nahodné.

a) Urcete, s jakou pravdépodobnosti bude v prvnim vagéné prave k < r
cestujicich.
b) Jaka je pravdépodobnost, ze zadny vagén nebude prazdny?

¢) Spocitejte limitu pravdépodobnosti z bodu (a) pro n — oo, r — oo tak,
e I — A > 0.

. (Bose-Einsteinovo schéma) Babicka rozdéluje r tisicikorun do n obélek pro

svych n vnoucat k Vanocum. Penize rozmisti ndhodné (vSechna rozmisténi
jsou stejné pravdépodobnd).

a) Urcete pravdépodobnost, ze vnuk Karel dostane praveé k tisicikorun.

b) Jaka je pravdépodobnost, ze kazdé z vnoucat dostane alespon néjaké
penize?

¢) Spoctéte limitu pravdépodobnosti z bodu (a) pro n — oo, r — oo tak, ze
r/n— A > 0.

Na tsecce délky [ jsou nahodné umistény dva body, které tuto tusecku rozdéli
na tfi ¢asti. S jakou pravdépodobnosti je mozné z takto vzniklych ti{ Usecek
sestrojit trojuhelnik?

(1777 - Buffonova jehla - Georges Louis Leclerc de Buffon) Na podlaze jsou
parkety s§itky (. Na podlahu spadne jehla délky r < [. Jaka je pravdépodob-
nost, ze bude jehla lezet na dvou parketdch? Sifku mezery mezi parketami
zanedbavame.

(Bertranduv paradox - Joseph Louis Frangois Bertrand) Uvazujme kruznici a
zvolme nahodné tétivu této kruznice. Jaka je pravdépodobnost, ze délka této
tétivy bude vétsi nez délka strany rovnostranného trojuhelnika vepsaného do
této kruznice?

Dokazte tvrzeni [L.1]
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1.3 Podminéna pravdépodobnost a nezavislost
nahodnych jevu

1.3.1 Podminéna pravdépodobnost

Uvazujme nésledujici hypoteticky priklad.

Priiklad 1.7 Ve tridé mame 15 studentek a 12 studenti studujici ucitelstvi matema-
tiky, z cehoz 3 studentky a 6 studentu studuji kombinaci s ucitelstvim fyziky. Jakd je
pravdepodobnost, Ze ndahodné vybrand osoba z této tridy bude studovat kombinaci s
fyzikou? Elementdrnim jevem je jeden konkrétni vybér osoby z této tridy, tedy prostor

elementdrnich jevi Q) lze ztotoznit s osobami v této tridé (bez vyucujiciho).
Zavedeme nasledujici znaceni:

e [ ... ndhodné vybrand osoba studuje kombinaci s fyzikou,
e M ... ndhodné vybrand osoba je student,

e / ... ndhodné vybrand osoba je studentka.

Dostivime Q= MUZ, MNZ =0, P(M) =3 =5 a P(Z) = 2. Jelikoz jevy M a

Z jsou disjunktni (v této hypotetické tridé), pak dle bodu iii) v definici mdme
P(F)=P(FAM)+P(FnZ) =2+ 5 1
B 27 27 3

Polozme si nyni otazku, jakad je pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany student stu-
duje kombinaci s fyzikou? Prostor elementdrnich jevi Q) se nyni redukuje na soubor
studentu (Obrdzek . Ptdme se vlastné na otdzku, jakd je pravdépodobnost, Ze
ndhodné vybrand osoba studuje kombinaci s fyzikou, vime-li predem, Ze je to stu-
dent (tj. za podminky, Ze je to student). Hledand pravdépodobnost je tedy rovna
P(FIM) =& =1,

Polozme si posledni otdzku. Jakd je pravdépodobnost, Ze vybrand osoba bude stu-
dent Vojta Sestdk? Zodpovézeni této otdzky ponechdme jako cvicend pro pripadného

zvidavého ctenare.

Definice 1.5 Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (0, A, P) a ndhodné jevy A,
B, kde P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal
jev B, definujeme vztahem

P(ANB)

PUAIB) = =5
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Obrazek 1.4: Obrazek ukazuje, jak se redukuje prostor elementarnich jeva € pii
prechodu z pravdépodobnosti P na podminénou pravdépodobnost P(.|M).

Véta 1.2 Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a ndhodny jev B, kde
P(B) > 0. Potom pro libovolny jev A € A plati:

i) P(QB) =1,
ii) P(A|B) >0,
iii) P(U An|B) = >20° P(A,|B) pro kazdou posloupnost {A,} disjunktnich

Jevi.
Diikaz.
i) Z definice plyne, ze
PQnB) P(B
P(Q|B) = (P(;) ) _ PEB; —1
ii) ie(grljg)z f(OA N B) > 0 (z definice [1.4] bod ii)) a P(B) > 0, pak P(A|B) =
P(B) :

iii) Jelikoz A, A, ... jsou disjunktni, pak i A; N B, Ay N B, ... jsou disjunktni. Z
predpokladu iii) v definici a z definice plyne

P(UX A, NB) Z PA N B) ZPA|B).
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Poznamka 1.6 Predchozi véta rikd, Ze podminénd pravdépodobnost md stejné vlast-
nosti (vlastnosti i), i) a i) z definice[1.])) jako pravdépodobnost nepodminénd. Tedy
podminend pravdépodobnost je také pravdépodobnost.

Pomoci podminéné pravdépodobnosti lze fesit nésledujici priklad z redlného zivota.

Priklad 1.8 Dne 9. 10. 2020 byla ve vecernich zprdvdch zverejnéna ndsledugjici in-
formace: Ministr zdravotnictvi Roman Prymula zvaZuje moznost otestovani celého
naroda na COVID 19. Byla pritom uvedena ndsledujici data:

e pocet testovangch jedincu: 10 000 000,
e pozitivnich jedincu: 180 000,

o falesné negativnich jedincu: 20 000,

e falesné pozitivnich jedincu: 249 000.

Pokud by testovani dopadlo dle odhadu a konkrétni pacient by byl testem oznacen
jako pozitivnd, jakd je pravdépodobnost, Ze je skutecné pozitivni?

Reseni:
Oznacme + jev, ze testovanému jedinci vysel pozitivni test, a IV jev, Ze je testovany jedinec skutecné
nemocny. Pak P(+) = 2420004280000 — (0429 a P(N N +) = 7550009 = 0.018. Tedy P(N|+) =

10000000
0.018 __
00129 = 0.4195804.

Zkusme nyni tuto ulohu preformulovat tak, ze nebudeme znat jednotlivé predpokladané
poc¢ty jedincu v danych skupinach, ale budeme znat poc¢ty nemocnych a tspésnost
provadéného testu.

Priklad 1.9 Predpoklidejme, Ze v uvedené dobé jsou nemoci COVID 19 nakaZena
2 % populace a provdadény test md tuspésnost 97.46 % pri testovdni zdravijch jedinci
a 90 % pri testovani nakazenyjch jedincu. Je-li testovany jedinec oznacen testem jako
pozitivni, jakd je pravdépodobnost, Ze je skutecné nemocny?

Takto formulovand tloha vede na takzvanou Bayesovu vétu. Ukazeme si nejdiive
ruzna feseni této ulohy, a pak si teprve tuto vétu zformulujeme.

Resenti:
Zavedeme si ndsledujici znacen{ (stejné jako v predchozim Feseni):
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N ... jev, ze je testovany jedinec nemocny,
Z ... jev, ze je testovany jedinec zdravy,
+ ... jev, Ze je testovany jedinec testem oznacen jako pozitivni (nemocny),

— ... jev, ze je testovany jedinec testem oznacen jako negativni.

Nejdifve uvedeme grafické feseni této tilohy viz obrizek

0.024892

0.955108

oy ()
= D S

@ @ T
NS

0.002

Obrazek 1.5: Grafické teseni prikladu . Cervenou barvou je zobrazeny jev ,,tes-
tovany jedinec mél pozitivni test”, tedy jev podminky. Modrym obdelnickem jev
,,pozitivné testovany jedinec je nemocny”.

II.

_ P(ND+) _ 0.018 _0.018 __
Tedy P(N|+) = P~ = 0.02462+0.018 — 0.42802 — 0-4196587.

Reseni pomoci Bayesovy véty (kterou si zde intuitivné odvodime) spociva v tom, ze ze zadani
dostaneme P(N) = 0.02, P(Z) =1—P(N) =0.98, P(+|N) =09a P(+|Z) =1-P(—|Z) =
1—10.9746 = 0.0254.

Abychom mohli spocitat podminénou pravdépodobnost P(N|+), potfebuje nejdiive urcit
pravdépodobnosti P(N N+) a P(+). Jelikoz P(+|N) = P(zzm;-)’ pak P(NN+) = P(+|N) -
P(N) =0.9-0.02 = 0.018. Podobné dostaneme P(ZN+) = P(+|Z)- P(Z) = 0.0254-0.98 =
0.024892. Pak si uz staci uvedomit, ze + = (NN+)U(ZN+) a tyto dva jevy jsou disjunktni.
Tedy P(+) = P(NN+)+P(ZN+) = 0.018+0.024892 = 0.42892. Hledan4 pravdépodobnost

je tedy P(N|+) = Z5r = 0018, — 0.4196587.
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Ve druhém teseni predchozi tlohy jsme dosli k nasledujicim vzorcum, které vychazeji
z predpokladu, ze N U Z = Q a tyto jevy jsou navic disjunktni.

P(+)=P(NN+)+ P(ZNn+)=P(+|N)-P(N)+ P(+|2) - P(2),

P(NN+) P(+|N) - P(N)
P(+)  P(+|N)-P(N)+ P(+|2)-P(Z)

P(N|+) =

Nez zformulujeme tyto vzorce v obecnéjsi podobé, zadefinujeme si nasledujici
pojem.

Definice 1.6 Uvazujme pravdépodobnostni prostor (Q, F, P). Pak ndhodné jevy Ay, As, ...
tvori uplny systém jevd, jestlize plati:

i) Vi#j: ANA; =0 (jevy jsou disjunktni),

i) U,—; Ai = Q (Jevy tvort rozklad prostoru elementdrnich jevi Q).
Poznamka 1.7 Nejjemnéjsi iplny systém tvori systém vsech elementdrnich jevil.
Casto se pouzivd i systém A, A, jako tomu bylo v predchozim prikladu, v nemz A = N

a A°= 7.

Véta 1.3 (O celkové pravdépodobnosti) Uvazujme iuplny systém jevi Ay, Aa, ...
a necht P(A;) > 0, Vi. Pak pro libovolny jev B € F plati:

ZP P(B|4;). (1.1)

Dikaz.
Jevy Aj, Ao, ... tvoii disjunktni rozklad, tedy (4; NB)N(A;NB)=0 Vi#j
Ui(A; N B) = B. Potom

P(B) = P(U;(A; N B)) ZPAmB ZP P(B|A,).

0

Véta 1.4 (Bayesova véta) Necht jsou splnény predpoklady véty a navic
P(B) > 0. Pak

P(B|A;) - P(A;)
2. P(Aj) - P(B|A;)’
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Duikaz.
Podle vzorce pro podminénou pravdépodobnost je

p(aB) = LANB)

PUE (1.3)
Po dosazeni do dostavame
_ P(A;N B) _ P(B|A) - P(A)
PUIB) = =P, P(BIA) ~ 55, P(4,) - P(BIA,) (14)
O

Véta 1.5 (O nésobeni pravdépodobnosti) UvaZujme nahodné jevy Ay, ..., A, a
necht plati P(N}Z'A;) > 0. Pak

P ((n] AZ-) = P(A)) - P(Ag|Ay) - ... - P(A,| N2t A)).

Diikaz.
Jelikoz NI'—A; € NP22A; € ... C Ay N Ay C Ay, pak
P(A)) > P(A1 N Ay) > ... > P(N'}'A;) > 0. Ditkaz provedeme indukei:

I. Z definice piimo dostaneme P(Ay; N A;) = P(Ay) - P(A3|Ay).

II. Necht tvrzeni plati pro néjaké n € N, pak

P (ﬂ Az‘) =P ((ﬂ?ﬂAz‘)ﬂAnH) = P(MiZ1Ai) - P(Ana| (N1 A0))
= P(AY - P(AglAy) - P(AG O A - P(Agi| (M1, A)).

O

Piiklad 1.10 Jakd je pravdépodobnost, ze pii hie Clovéce, nezlob se! nasadime fi-
gurku aZ pri tretim hodu kostkou? Uvazujeme pravidla, kdy hrac bez nasazené figurky
md az tri pokusy na hozent Sestky (pokud byly predchozi hody neispésné).

Reseni:

Oznatme A; jev, ze pii i-tém hodu padne Sestka. Pak P(Af) = 1 — P(A;) = 3, P(A§|Af) =
1 — P(Ay]AS) = 2 a P(A3|Af N AS) = §. Tedy

5% 1
P(ds) = P(4a 01451 45) = PAS) - PLASLAD) - PLAdasn 49 = (5 -5
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1.3.2 Nezavislost ndhodnych jevi

Vratme se nyni k pitkladu [I.2] ktery drobné pieformulujeme.

Priklad 1.11 Jakd je pravdepodobnost, Ze pri druhém hodu minci padne rub, pokud
pri prvnim hodu padnul lic, a jakd je pravdépodobnost tohoto jevu, pokud podminku
na prvni hod vynechame?

Reseni:

Ozna¢me B jev, ze pii prvnim hodu padne lic, a A jev, Ze pfi druhém hodu padne rub. Pak = {lic-

lic, lic-rub, rub-lic, rub-rub}, B = {lic-lic, lic-rub}, A = {lic-rub, rub-rub} a AN B = {lic-rub}.
Dostaneme

A2 1

PA=1q=173
1
plap) = ZEZE - 4,

Tedy P(A) = P(A|B) = . Tuto rovnost miizeme interpretovat tak, ze vysledek druhého hodu nenf

ovlivnén vysledkem prvniho hodu nebo také, ze vysledky prvniho a druhého hodu jsou nezavislé.
Pojdme nyni pojem nezavislosti jevii zadefinovat.

Definice 1.7 Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize plati
P(ANB)= P(A) - P(B). (1.5)

Poznamka 1.8 Poznamenejme, Ze rovnost P(A) = P(A|B) primo implikuje rov-
nost , a tedy i nezdvislost jevu A a B. Tyto rovnosti ale nejsou ekvivalentni,
jelikoz rovnost P(A) = P(A|B) predpoklddd, ze P(B) > 0. Tento predpoklad ale u
nezdvislosti jevi A a B nemdme. Naopak, pokud plati P(B) = 0, pak jsou jevy A a
B nezdvislé pro libovolnou volbu jevu A € F.

Pojem nezavislosti muzeme rozsitit i na skupinu nahodnych jevu nésledujicim
zpusobem.

Definice 1.8 Necht Ay, As, ..., A, jsou ndhodné jevy.

o Rekneme, Ze jsou tyto jevy sdruzZené mezdvislé, jestlize pro viechna r =
2,...,n a libovolnou posloupnost indexi {ky, ko, ..., k.} C{1,...,n}, plati

P(Ag, NAp, N...NAg) = P(Ay,) - P(Ax,) - ... - P(Ag,). (1.6)
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e Rekneme, e jsou tyto jevy po dvou nezdvislé, jestlize jsou jevy A;, A; nezdvislé
pro vSechna i,j =1,...,n, i # j.

Vratme se naposledy k pifkladu o dvou hodech minci.

Priklad 1.12 UvazZujme dva hody vyviZenou minci a oznacme jevy

e B ... jev, Ze pri pronim hodu padne lic,

o A ... jev, Ze pri druhém hodu padne rub,

o (U ... jev, Ze pri obou hodech padne stejna strana mince.
Jsou tyto jevy nezdvislé? Jsou tyto jevy po dvou nezdvislé?
Resenti:
Jelikoz Q = {lic-lic, lic-rub, rub-lic, rub-rub}, B = {lic-lic, lic-rub}, A = {lic-rub, rub-rub}, C =
{lic-lic, rub-rub}, AN B = {lic-rub}, AN C = {rub-rub}, BN C = {lic-lic} a ANBNC = ), pak
P(A) = P(B) = P(C) =}, P(ANB) = P(ANC) = P(BNC) = } a P(ANBNC) = 0. Tedy jevy

A, B a C nejsou nezdvislé, ale jsou po dvou nezdvislé.

Nasledujici ptiklad nam ukazuje, pro¢ pro urceni nezavislosti ti{ jeva A, B a C
nestaci ovérit platnost rovnosti P(ANBNC) = P(A)- P(B) - P(C).

Priklad 1.13 Uvazujme hod osmisténnou vyvdZenou kostkou a uvazujme ndsledujict
Jevy
o A ... jev, Ze padne liché ¢islo (A ={1,3,5,7}),
e B ... jev, Ze padne 1, 2, 3 nebo 5 (B ={1,2,3,5}),
o C ... jev, Ze padne 1, 2, 4 nebo 7 (C = {1,2,4,7}).
Jsou jevy A, B a C nezdvislé?
Reseni:
Jelikoz Q = {1,2,3,4,5,6,7,8}, ANB = {1,3,5}, ANC ={1,7}, BNC ={1,2} a ANBNC = {1},

pak P(A) = P(B) = P(C) =4, P(ANB) =3, P(ANC) =P(BNC) =% a P(ANBNC) =

1
=3 *8.
Tedy

P(ANBNC) = P(A)- P(B) - P(C),
P(ANB) # P(4)- P(B),
P(ANC) = P(A)- P(C),
P(BNC) = P(B)- P(C),



a proto nejsou A, B a C nezavislé.

Nasledujici véta nam tika, ze mame-li n nezavislych ndhodnych jevu a nékteré z
nich nahradime jejich doplinky, ziskame zase nezavislé jevy.

Veéta 1.6 Uvazujme nezdvislé ndhodné jevy Ay, ..., A,. Zvolme libovolnou podmnoZinu
indexu I C {1,...,n} a oznacme B; = AS proi € I a B; = A; proi ¢ I. Pak jsou
jevy By, ..., B, nezdvislé.

Diikaz. Uvazujme r —1 < n—1 jevu Ay, ..., Ag,_, C {A1, ..., A,_1} anecht B, = A¢.
Pak

P(Ap, N..NAy, ,NB,)=PAg, N.NAg ) — P(A, N..N Ay, N By)
P(Ay, N..NAy, ) — P(A, N NA, , NA)
P(A,) = P(Aq) - ] | P(Ax;)

1 %

—~

ﬁ
|
_
|
—

Il
—

.
Il

r—1

= (1 P(A) TT P(A) = A [T P(AG)

— P(A) P(A4) o P(As_) - P(By).

Ukézali jsme, ze pfiddme-li k libovolné (r — 1)-tici jevu Ay, jev B, = AS, pak tato
r-tice spliiuje rovnost (L.6), tedy jsou jevy Ai, ..., A,_1, AS nezdvislé. M&-li indexovd
mnozina I m prvku, pak dukaz provedeme m-tym opakovanim predchoziho postupu
(pfipadné pocatecnim preindexovanim jevu).

O

1.3.3 Cviceni

1. Hazime dvéma pravidelnymi kostkami.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze padla Sestka za podminky, ze celkovy soucet
je 87

b) Jsou jevy ,,padla Sestka” a ,,celkovy soucet je 8" nezavislé?

2. Hazime dvéma pravidelnymi kostkami - modrou a zelenou. Oznacme A jev, ze
na modré kostce padlo sudé ¢islo, B jev, ze na zelené kostce padlo liché ¢islo a
C jev, ze soucet cisel je lichy.
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a) Jsou ndhodné jevy A B,C po dvou nezavislé?

b) Jsou jevy A,B,C nezavislé?

. Hazime dvéma pravidelnymi kostkami najednou, dokud nepadne soucet 5 nebo
soucet 7 (na obou kostkdch dohromady). S jakou pravdépodobnosti padne diive
soucet 5 nez soucet 77

. Ve tiideé je 70 % chlapcu a 30 % divek. Dlouhé vlasy ma 10 % chlapcu a 80 %
divek.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze ma ndhodné vybrand osoba dlouhé vlasy?

b) Vybrand osoba mé dlouhé vlasy. Jaké je pravdépodobnost, ze je to divka?

. Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti 1/4 (za
predpokladu, ze s destnikem do obchodu pfisel). Cestou z Karlina navstivil
¢tyti obchody a domu prisel bez destniku. Jaka je pravdépodobnost, ze destnik
zapomnél ve ¢tvrtém obchodé? (prevzaté z [2])

. (Monty Halluv problém) V jednom ze tif trezoru je skryta odména, ostatni dva
jsou prazdné. Soutézici je vyzvan, aby si vybral trezor, ve kterém mysli, ze je
skryta odména. V pripadé, ze se trefi, odménu ziskd. Po vybrani je otevien
jeden z dvou dalsich trezoru, ale vzdy pouze ten, ktery je prazdny, o ¢emz je
soutézici informovan. Poté je soutézici vyzvan, zda chce zménit volbu trezoru
a vybrat si druhy zbyvajici. Je pro soutézictho zména trezoru vyhodna?

. Skifnka ma 3 zasuvky. V prvni jsou 2 zlaté mince, ve druhé jedna zlatd a
jedna stiibrnd a ve tieti 2 tiibrné mince. Zvolime nahodné jednu zasuvku, z ni
vytahneme naslepo jednu minci. Jaké je pravdépodobnost, ze v zasuvce zbyde
zlatd mince, jestlize vytazend mince byla stiibrnd? (prevzaté z [7])

. Poziti alkoholu bylo prokdzdno u 1 % vsech ridicu a u 10 % fidicu, kteri
zpusobili dopravni nehodu. Kolikrat se pozitim alkoholu zvysuje riziko nehody?
(prevzaté z [14])

v s

kotani (jednou). Podle statistiky pii ztroskotani lodi v této oblasti tietina
kapitanu zahyne. Odhadnéte pravdépodobnost, ze kapitan zazije ztroskotani
(aspon jednou za zivot — moznost opakovaného ztroskoténi téhoz kapitédna i
predcasného umrti z jiné pric¢iny zanedbavame). (prevzaté z [14])
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10. Ndhodné vybereme kladné celé ¢islo N, rozdéleni pravdépodobnosti je P[N =
i] = 27", Poté hodime N kostkami. Necht S je soucet hodnot, které pii hodu
padly. Uréete podminéné pravdépodobnosti P[N = 2|S = 4] a P[S = 4|N je sudé].

11.  a) Rodina ma dvé déti, starsi je dcera. Jaka je pravdépodobnost, ze maji dvé
dcery?
b) Rodina ma dveé déti, (aspon) jedno z nich je dcera. Jaka je pravdépodobnost,
ze maji dvé dcery?

12. Jazykovy korektor zmeéni 99 % chybnych slov na spravnd a 0.01 % spravnych na
chybnd. Zmeénil 2 % slov. Odhadnéte mnozstvi chybnych slov v jeho vystupu.
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Kapitola 2
Nahodna velicina

»Neni pravdy, je jen
pravdépodobnosti.

—Prétagoras

2.1 Zavedeni nahodné veliciny

Uvazujme nésledujici priklad.

Priklad 2.1 Anicka navstivila détsky den, na kterém jsou pro déti pripraveny rizné
soutézZe, pricemz v kazZdé soutézi muze soutézici ziskat penizky. Ty pak lze v prilehlém
obchudku vymeénit za ruzné sladkosti a hracky. Anicka zatim soutéZila ve dvou soutézich,
a to v hazeni tri krouzku na tycku a ve shazovdni plechovek mickem. V proni soutéZi
md pravdépodobnost uspésného hodu % a za kazZdy ispésny hod dostane 10 penizki,
ve druhé ma pak pravdépodobnost p;, Ze shodi prave i plechovek, kde pg = py = ps =
ps = 0.1 aps =ps = ps = 0.2. Za kazdou shozenou plechovku Anicka ziskad 4 penizky.
Jakad je pravdépodobnost, Ze po téchto dvou soutéZich si bude moct Anicka koupit
velké lizdtko, které stoji 20 penizkii.

Reseni:

Pro snadnéjsi zapis zavedeme nasledujici znaceni: X; bude pocet penizku, které Anicka ziskala v
prvni soutézi, a Xo pocet penizku, které ziskala ve druhé soutézi. Pak

R HICNO R H I

tedy P(X; = 0) = P(z; = 30) = § a P(X; = 10) = P(X; = 20) = 3. Ze zad4ni rovnéz vime,

7e P(Xo =0) = P(Xy =4) = P(X; =8) = P(Xy = 24) = 0.1 a P(X, = 12) = P(X, = 16) =
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P(X5 = 20) = 0.2. Hledand pravdépodobnost je tedy

P(X1 + X5 > 20) =P(X; = 0, X5 > 20) + P(X; = 10, X5 > 10) + P(X; = 20, X, > 0)
+ P(X; =30, X, > —10)
—P(X; = 0)P(X3 > 20) + P(X; = 10)P(X; > 10)
+ P(X1 =20)P(X2 > 0) + P(X; = 30) P(Xz > —10)
3 3 1 64 8

1
== 034207+ 1+=-1=—=—.
g 0342 0T+ 2 14 o T~ 10

Zde jsme vyuzili vztahit P(Xy > 20) = P(Xy = 20) + P(Xy = 24) = 0.2+ 0.1 = 0.3, P(X, >
10) = P(Xy = 12) + P(Xy = 16) + P(Xy = 20) + P(X, = 24) = 02+ 0.2+ 024 0.1 = 0.7 a
P(X, >0) = P(X, > —10) = 1.

V ptedchozim ptikladu jsme pouzili pro pocet ziskanych penizku v prvni, resp.
druhé, hie znaceni X, resp. Xs. Toto znaceni v sobé obsahuje myslenku nahodné
veliciny, kterd se nam hodi v situacich, kdy je pro nas vyhodné elementarnim jevam
pritadit néjaka redlna ¢isla. Formalni definici uvedeme v néasledujici casti textu.

Nejdiive zadefinujeme pojem Borelovska o-algebra, ktery jsme jiz zminili vyse v
definici .2

Definice 2.1 UvaZujme prostor vsech redlnijch cisel R. Pak nejmensi o-algebru ob-
sahugict viechny oteviené intervaly oznacime B(R) a nazveme ji Borelovskou
o-algebrou .

Poznamka 2.1 Borelovskd o-algebra obsahuje také vsechny uzavrené intervaly,
vsechny polouzaviené intervaly ¢i vSechny jednobodové mnoziny, jejich sjednocent atd.
Vigéet vsech typu podmnozin této o-algebry je ale jesté vijrazné Sirsi, viz [18].

Definice 2.2 Necht (Q, F, P) je pravdépodobnostni prostor. Redlnou funkci X defi-
novanou na §2 nazyvdme ndhodnou veli¢inou, jestlize X je méritelné zobrazeni
X (QF) = (R,B(R)), tj. pro libovolnou mnozinu B € B(R) plati

{we: X(w) e B} e F. (2.1)

Poznamka 2.2 Ndhodné veliciny budeme znacit velkymi pismeny X,Y, 7 ... Hod-
noty, kterych mohou ndhodné wveliciny nabyvat, budeme znacit malymi pismeny
T, 2. ..

Pro jevy {w € Q : X(w) € B}, resp. {w € Q: X(w) < z}, budeme pouzivat
zjednodusené znaceni {X € B}, resp. {X < x}, a pro jejich pravdépodobnosti znaceni
P(X € B), resp. P(X < x).
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Poznamka 2.3 Soucty, souciny, podily, minima a maxima ndhodnyjch velicin jsou
opét nahodné veliciny.

Véta 2.1 Necht X je ndhodnd velicina a g : R — R je borelovsky méritelnd funkce
(tj. g je méritelné zobrazeni z (R, B(R)) do (R,B(R))). PakY = g(X) je také nd-
hodna velicina.

Diikaz. Méjme libovolnou mnozinu B € B(R), pak ¢7'(B) € B(R), a tedy
{weQ: Y(w) eB={we:g(X(w) eB}={weN: X(w)eg (B)}eF.
O

Poznamka 2.4 PoZadavek na méritelnost nahodné veliciny je prirozeny. Tento poZa-
davek nam umoznuje pracovat s jevy {w € Q : X(w) € B} a priradit jim jejich
pravdépodobnost. Pokud by {w € Q : X(w) € B} ¢ F, pak bychom nemohli urcit
pravdépodobnost tohoto jevu, jelikoZ je pravdépodobnost P definovand pro jevy ze

o-algebry F, viz definice [1.4)

Priklad 2.2 UwvazZujme jeden hod kostkou a oznacme w; jev, Ze padlo na kostce c¢islo
i = 1,...,6. Pak ndhodnd velicina popisujici pocet puntiku, které na kostce v tomto
hodu padly, je X(w;) =i, i = 1,...,6. Budeme-li uvaZovat hru Clovéce nezlob sel
a bude-li nds zajimat pouze, zda nasadime novou figurku, pak muzZeme pracovat s
nahodnou velicinou Y (w;) = 0,4 =1,...,5 a Y(wg) = 1 popisujici, zda padla Sestka
(Y =1), ¢i nikoliv (Y = 0) neboli pocet Sestek, které padly v jednom hodu.

2.2 Rozdéleni a zakladni charakteristiky

2.2.1 Rozdéleni a distribuéni funkce

Priklad 2.3 UvazZujme francouzskou ruletu, v niz mdme cisla 0 aZ 36, z ¢ehoZ vy-
brangch 18 éisel je éervenyjch, 18 cernych a nula je zelend, viz obrdzek|2.1. Uvazujme
dva hrdce. Proni hrdc vsadi 100 § na sudd éisla a druhgj hrdé vsadi 100 § na cernou
barvu. Oznacme Xy a Xy ndhodnou velicinu urcugici zisk proniho, resp. druhého hrace
(zde jen poznamenejme, Ze zisk muzZe byt i zdporny, coZ znamend hrdcovu ztrdtu).
Pak ndhodné veliciny X1 a Xy jsou ruzné, jelikoZ napr. pro elementdrni jev wsy ...
padlo ¢islo 34 plati Xi(wss) = —100 # 100 = Xa(wsa), jelikoz cislo 34 je cervené .
Z hlediska pravdépodobnosti vyhry @ pripadné velikosti vyhry jsou na tom wvsak oba
hrdéi stejné, nebot pravdépodobnost vijhry je pro kazdého %.
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Obréazek 2.1: .

Situaci, kdy se dvé ruzné nahodné veli¢iny z hlediska pravdépodobnosti jednot-
livych vysledku chovaji stejné, se fikd, ze maji stejné rozdéleni. Tento pojem nyni
zadefinujeme.

Definice 2.3 Uvazujme nahodnou velicinu X na prostoru (2, F, P). Pak mnoZinovou
funkci Px(B) = P(X € B) = P{w € Q : X(w) € B}), B € B(R) nazveme
rozdélenim ndahodné veliciny X .

Poznamka 2.5 Rozdéleni Px je pravdépodobnostni mira na méritelném prostoru

(R, B(R)).
Piiklad 2.4 Rozdéleni ndhodné veliciny X, z prikladu je Px,({100}) = £ a

Px,({=100}) = 2. Castéji ale pouzivime zdpis P(X; = 100) = £ ¢ P(X; =
~100) = 2.

29



Striktné vzato potfebujeme k urceni rozdéleni ndhodné veliciny X urcit Px(B)
pro kazdou mnozinu B € B(R). V piipadé, kdy ndhodnd velicina nabyva koneéné
(nebo i spocetné) mnoha hodnot, si muzeme vystacit s urcenim pravdépodobnosti
pro tyto hodnoty (tak jako v pfedchozim piikladu), jelikoz z téchto pravdépodobnosti
uz lze Px(B) pro kazdou mnozinu B € B(R) urcit. Piimy popis Px(B) pro kazdou
mnozinu B je vSak v praxi obtizny. Proto volime jiné zpusoby popisu rozdéleni na-
hodné veli¢iny. Jednim z nich je distribuéni funkce, kterou nyni zadefinujeme.

Definice 2.4 Necht X je ndhodnd wvelicina. Jeji distribucéni funkci nazjvdme
redlnou funkci F' redlné proménné x definovanou

Fz)=P(X <z2)=P{w:X(w) <z}), zekR (2.2)
Z definic 2.3 a 2.4 dostaneme rovnost
Px([a,b)) = F(b) — F(a), Va,beR, (2.3)
tedy rozdéleni Px je zaroven Lebesgueova-Stieltjesova mira urcena distribucni
funkei F, viz [10] a [18]. O tom, Ze je piislusna Lebesgueova-Stieltjesova mira (rozdéleni)

urcena vztahem ([2.3)) jednozna¢né, hovoii Hopfova véta, viz [10] a [1§].

Poznamka 2.6 Diky vztahu mezi rozdélenim Px a distribucni funkci F se casto
pouZivd znaceni [ 1dF(x) misto [ 1dPx(x).

Poznamka 2.7 Pokud potrebujeme specifikovat, k jaké ndhodné veliciné prislusnd
distribucéni funkce patri, pouzivame znaceni Fx(x) pro distribucni funkci ndhodné
veliciny X, Fy(x) pro distribucnd funkci nahodné veliciny Y atd.

Poznamka 2.8 Distribucni funkce neni ve vsech zdrojich definovana vztahem ([2.2)).
Neékdy se lze setkat s definici

F(z)=P(X <z), z€R, (2.4)
viz napr. [10], [15].

Reknéme si nyni néco o vlastnostech distribuéni funkce. Nejdtive si ale dokadzeme
nasledujici lemma o limité posloupnosti vnorenych jevu.

Lemma 2.2 Uvazujme pravdépodobnostni prostor (), F, P) a jevy Ay, As, ... € F.
i) Je-li Ay C Ay C ..., pak P, A,) = lim, . P(4,).
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i) Je-li Ay D Ay D ..., pak P((,_; An) = lim, . P(4,).
Dukaz.
l) Jelikoz UZOZI An = (Al U (A2 \ Al) U (Ag \ AQ) U ), mame

n—oo

= lim P(A; U (As\ A))U... U (A, \ Ap_y) = lim P(A,).

n—oo

if)

n—oo

P((A) = PUJ AD) = 1= P(JAD = 1= lim P(47)

= lim (1 — P(A%)) = lim P(A,).

n—o0 n—00

Véta 2.3 Necht F(x) je distribucni funkce, pak plati:
i) F(z) je neklesagict,
it) F(x) je zleva spojitd,
i) limg o F(x) =0 a lim,_,,, F(z) = 1.
Diikaz.

i) Je-li x < y, pak jev {X < z} je podjevem jevu {X < y}, atedy F(z) = P(X <
z) < P(X <y) = F(y) z tvrzeni 1.1}, bod ii).

ii) Uvazujme © € R a oznatme A = {X >z} a A, = {r —1/n < X < z}.
Pak A, C A, prom >na (o Ay = o {X € [z — 1/n,2)} = 0, jelikoz
N> [z —1/n,z) = 0. Tedy

lim F(t) = lim F(z —1/n) = lim P(X <x—1/n)
n—roo n—oo

t—xr—

= lim (1 - P(X >z —1/n)) =1 lim (P(AUA,))

n—oo n—0o0

=1 lim (P(A) + P(A,)) = 1 — P(A) — lim P(A,)

n—oo n—00

—1- P(A) = P(A°) = P(X < 2) = F(x).
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iii) Pouzijeme lemma [2.2]

[e.9]

im F(z) = lim F(—n) = P([)(X < —n)) = P(0) =0,
lim F(z) = lim F(n) = P(|J(xX <n)=P©Q)=1.

0

Poznamka 2.9 Pokud bychom distribucni funkci definovali vztahem (2.4), pak by
se vlastnosti lisily pouze tim, Ze by F(x) byla zprava spojitd funkce, avsak vlastnosti
z bodi i) a i11) by byly zachovdny. Pokud je F(x) spojitd, pak

Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)
a obé tyto definice splyjvaji.

Piiklad 2.5 UvazZujme ndhodnou velicinu X popisujici pocet puntiku, které padly
na kostce pri jednom hodu, tj. P(X =i) = %, i =1,...,6. Pak distribucni funkce této
nahodné veliciny je

F(x)=0 x <0,
:é ze(i—1,, i=1,..6,
=1 x > 0,

viz obrdzek[2.2.

Véta 2.4 Necht F(x) je distribuéni funkce ndhodné veliciny X, pak pro vsechna
z € R plati P(X = z) = limy_,, F(t) — F(z).

Dikaz.

P(X=2)=P(X<z)-P(X<z)=PX <z)-—F(x)

= P(ﬁ(X <1+1/n)— F(z) ani_g)lOP(X <x+1/n)— F(z)
= nll_glo_F(ac—i— 1/n) — F(x) = tl_i>rgfl+F(t) — F(x).
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Obrazek 2.2: Graf distribu¢n{ funkce F(x) k prikladu [2.5]

Veéta 2.5 Kazda distribucni funkce md nejuyse spocetné bodi nespojitosti.

Dikaz. Uvazujme distrubuéni funkei F'(z) ndhodné veli¢iny X. Je-li z; bod nespoji-
tosti distribuéni fubkce F'(z), pak velikost tohoto skoku je dle predchozi véty rovna
P(X = ;). Oznaéme M, = {z € R: P(X = z) > 1}, pak #M, < n (pocet prvki
mnoziny M,, < n). Ozna¢me M mnozinu vsech bodu nespojitosti funkce F'(x), pak
M = ,~, M,. Jelikoz M je spocetné sjednoceni kone¢nych mnozin, je tato mnozina
spocetna.
O
Ve vétsiné pripadu si vystacime se dvéma typy nahodnych veli¢in, jmenovité s
diskrétni ndhodnou veli¢inou (tu pouzivame pro popis situace, kdy nastavéa konecné
nebo spocetné mnoho moznych vysledki) a se spojitou ndhodnou veli¢inou (tu
pouzijeme tehdy, pokud mozné vysledky tvori cely interval). V nékterych aplikacich
se muzeme setkat i se smésmi (také nazyvanymi mixing), viz [20], avsak tyto ndhodné
veli¢iny zde uvazovat nebudeme.

Definice 2.5 ndhodnd velicina se nazgvd diskrétni (X ma diskrétni rozdélent),
jestlize existuje koneénd nebo spocetnd mnozina redlnyjch éisel {xy }rer a k ni prislusnd
posloupnost nezdpornyjch cisel {py}rer spliugici Y ., pr = 1 a P(X = x) = pi,
Vk €I al je néejakd indexovd mnozina.

Prikladem diskrétni ndhodné veliciny je ndhodna velicina X pouzita v ptikladu
[2.5] udavajici pocet puntiku, které padly na kostce pii jednom hodu.
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Definice 2.6 Ndhodnd velicina se nazjvd absolutné spojitd (X md absolutné
spojité rozdélent), jestlize existuje nezdpornd integrovatelnd funkce f(x) takovd,
ze

Fla) = /_ i, Vo eR

Funkci f(x) se 7ikd hustota rozdéleni ndhodné veliciny X .

Poznamka 2.10 Casto pouzivdime krats{ pojem ,,spojitd néhodnd velicina X ” misto
,,absolutné spojitd nahodnd velicina X 7.

N

tribu¢ni funkef F'(z). Uvedme si nésledujici vétu o vlastnostech hustoty.

Véta 2.6 Necht f(x) je hustota rozdéleni s distribucéni funkci F(z), pak plati:

i)
/R F@)dr = 1.

it) F'(x) = f(x) ve vSech bodech spojitosti hustoty f(x).

Diikaz.
i) Jo fl@)de =lim, o [* f(t)dt =lim, o F(x) = 1 z véty .
ii) Necht x € R je bod spojitosti hustoty f(x). Pak

F(z +h) — F(z) JoE fydt — [T f(tydt

/ 7. 7.

Po=m— =% h
[T yar
T W

0

Poznamka 2.11 Rovnost F'(x) = f(x) plati dokonce pro skoro vSechna x, coZ
znamend pro vsechna x, které jsou vné néjaké mnoziny nulové mz’mﬂ viz [38]. Hustota
f(x) meni ale distribucni funkci urcena jednoznacné. Je-li f(x) néjakd hustota a

f(z) se od hustoty f(x) lisi pouze ve spocetné bodech definic¢niho oboru, pak jsou obé
hustoty stejného rozdélend, nebot [* _ f(t)dt = [T f(t)dt Vo € R.

'Neni-li uvedeno jinak, myslime Lebesgueovu miru.
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2.2.2 Stredni hodnota

Definice 2.7 Uvazujme ndhodnou velicinu X, pak stredni hodnotu této ndhodné
veliciny definujeme vztahem

EX:/X(w)dP(w), (2.5)
Q
pokud md integrdl [, X (w)dP(w) smysl.

o Je-li X diskrétni ndhodnd velicina, pak

EX:Zxkpk

kel

o Je-li X spojitd nahodnd velicina, pak

EX = /a:-f(w)da:,
R
kde f(z) je hustota rozdéleni nahodné veliciny X .

Poznamka 2.12 Stredni hodnotu mizZeme interpretovat jako hodnotu, kolem které
nahodnd velicina X kolisa. Jde tedy o charakteristiku polohy.

Poznamka 2.13 Stredni hodnota diskrétni nahodné veliciny je vdZeny prumér hod-
not {zy}, ktergych dand ndhodnd veli¢ina nabjvd. Jako vdhu pro kaZdou hodnotu xy,
pouzivame pravdépodobnost px nabyti prislusné hodnoty.

Poznamka 2.14 Je-li g : R — R, pak z predchozi definice a véty[2.1] plyne
Bg(X) = [ o(X(@)dP(w)

Tedy pro diskrétni nahodnou velicinu X je Eg(X) = >, ., 9(xk) - pr a pro spojitou
ndhodnou velicinu X (s hustotou rozdélent f(x)) je BEg(X) = [; g(z) - f(x)dz.

Piiklad 2.6 Uvazujme francouzskou ruletu (ruleta s jednou nulou) a hrdce hrajici

systém martingale [23] s pocdtecnim vkladem 1 3. Pri hie tohoto systému hrac sdzi na
polovinu pole (pokud nezapocitavame nulu), tj. napr. na barvu, na sudd c¢isla apod.
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Pokud prohraje, pak v dalsim kole zdvojndsobi vsazenou cdstku. To se opakuje do
pruni vyhry. Oznacme Z ndhodnou velic¢inu ztrdty hrdce pred proni vyhrou. Pak

18
P(Z=0)=—
( ) 377
19 18
PZ=1)=— —
( ) 37 37
19\* 18

k
P(Zz=2F-1)= 19 §
37

Urcete stredni ztratu hrdce pred proni vyhrou.
Reseni:

(oo}

s 19\" 18 19\" 18 X /19\" 18
EZ = ok 1y (22 ) =2 = ok [ 2} .2 ) .=
,;)( ) <37> 37 > <37) 37 2(37> 37

k=0 k=0
_§°° % k—l—oo
T 37 37 e
k=0

Tedy stredni ztrata hrace pred prvni vyhrou je nekoneénd. To k hrani tohoto systému tuplné nemo-
tivuje, i kdyz tento herni systém ve skutecnosti neni zcela Spatny a za jistych podminekﬂ muze byt
pro hrace vyhodny.

Poznamka 2.15 Jak bylo vidét v predchozim prikladu, stredni hodnota ndhodné
veliciny nemusi byt vidy konecnd. V nékteré literature se konecnost stredni hod-
noty predpokladd v jeji definici, viz [26], [33] nebo [38]. V tomto pripadé by ndhodnd
veli¢ina v predchozim prikladu stredni hodnotu vibec neméla.

Véta 2.7 Uvazujme nahodné veliciny X a Y a redlnd ¢isla a,b,c € R. Pak E(aX +
bY + ¢) = aEX + bEY + ¢ (pokud md vijraz vpravo smysl).

Diikaz. Dukaz plyne z linearity sum a integralu.
O

2Systém martingale je vyherni, pokud si hrd¢ muze dovolit vsadit libovolnou sumu (tfeba
pujcenou bezirotné na dluh majitelem kasina).
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2.2.3 Rozptyl a dalsi momenty

V predchozi ¢asti jsme zavedli stfedni hodnotu, ktera je nejpouzivanéjsi charakte-
ristikou polohy u ndhodnych veli¢in. V této ¢asti si zavedeme rozptyl, ktery je zase
nejpouzivanéjsi charakteristikou variability.

Definice 2.8 Necht X md konecnou stredni hodnotu, pak
varX = E(X — EX)? (2.6)

nazveme rozptyl ndahodné veliciny X. Odmocnina z rozptylu v/varX se nazyvd smé-
rodatnd odchylka.

Poznamka 2.16 Jelikoz dle véty je stredni odchylka ndhodné veliciny od své
stredni hodnoty E(X — EX) = 0, pouzivd se jako charakteristika variability prdvé
odchylka kvadratickd, tj. E(X — EX)? = varX. Ta md v praxi tu nevyhodu, Ze jeji
jednotka je kvadrdtem jednotky ndhodné veliciny X. K zachovdni jednotky pak lze
pouzit vyse zminenou smerodatnou odchylku, popr. tzv. stredni absolutni odchylku
E|X — EX|, kterd sice vypadd intuitivné, ovsem nemd tak uZiteéné vlastnosti jako
rozptyl.

Véta 2.8 (Vlastnosti rozptylu) Uvazujme nahodnou velicinu s koneéniym rozpty-
lem varX < oo. Pak plati:

i) varX = EX? — (EX)?,
ii) Ya,b € R je var(aX +b) = a*varX.
Drikaz.
i)
varX = E(X —EX)? = E(X? - 2X -EX + (EX)?)
=EX? - 2EX -EX + E(EX)? = EX? — (EX)2.

ii)

var(aX +b) = E((aX +b) — E(aX +b))* = E(aX — E(aX))?

= E(a*(X —EX)?) = a’E(X — EX)? = a*varX.
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Kromé stfedni hodnoty a rozptylu se pouzivaji i dalsi charakteristiky. Strucné si
definujeme jen ty nejpodstatnéjsi. V nasledujici definici predpokladdme existenci a
kone¢nost sttednich hodnot, a nenulovost rozptylu.

Definice 2.9 Necht X je ndhodnd velicina, pak

EX* nazgjvime k-t moment ndhodné veliciny X,
E|X|* nazgvime k-ty absolutni moment ndhodné veliciny X,
E(X — EX)* nazjvime k-t centrdlni moment ndhodné veliciny X,

E|X —EX|* nazjvdme k-tg absolutni centrdlni moment ndhodné veliciny
X,

E(X—EX)3 P . PR
= EX-EX)S nazyvdme Stkmost ndahodné veliciny X,
(varX)2
E(X-EX)* .o . e , . .y
oy = W — 3 nazyvdme Spicatost ndhodné veliciny X.

2.2.4 Cviceni

1.

2.

Je ndhodna velic¢ina jednoznac¢né urc¢ena svym rozdélenim?
Je rozdéleni ndhodné veli¢iny jednoznacné urceno prislusnou distribuéni funkei?

Meéjme ndhodnou veli¢inu X a funkei g(z). Lze ze znalosti rozdéleni ndhodné
veli¢iny X urcit rozdéleni ndhodné veliciny Y = ¢g(X)?

Méjme dvé nadhodné veliciny se stejnym rozdélenim. Musi byt tyto ndhodné
veli¢iny definované na stejném pravdépodobnostnim prostoru?

. Nabyva-li ndhodna veli¢ina spoc¢etné mnoha hodnot, musi byt jeji distribu¢ni

funkce po ¢astech konstantni?

. Nabyva-li ndahodna veli¢ina nespocetné mnoha hodnot, musi byt jeji distribucni

funkce spojita?

V penézence mate dvé papirové pétisetkoruny, jednu tisicikorunu a jednu dvou-
tisicikorunovou bankovku. Zlodéj vam z penézenky nahodné vybere dvé ban-
kovky. Oznaé¢me X nahodnou velicinu, kterd udava, o kolik penéz jste prave
prisli.
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a) Urcete rozdéleni ndhodné veliciny X.
b) Nakreslete graf distribuéni funkce ndhodné veliciny X.

¢) Zlodgj nésledneé zaplati 1000 K¢ za $patné parkovéni a doma mu manzelka
zabavi ¢tyfi pétiny z toho, co donese. Oznac¢me Y nahodnou velicinu
udavajici castku, ktera zlodéji po tom vsem zustane. Uréete rozdéleni
nahodné veliciny Y.

d) S jakou pravdépodobnosti si bude zlodéj moci vecer v hospodé koupit
veceri za 210 K¢?

e) Urcete sttedni hodnotu EX a rozptyl varX.

2.3 Priklady diskrétnich rozdéleni

2.3.1 Rovnomérné rozdéleni

Priklad 2.7 Uvazujme jeden hod vyvdZenou Sestisténnou kostkou a oznacme X padlé
¢islo. Pak P(X = k) = é, k=1,..,6. X tedy nabyvd hodnot 1,2,...,6 se stejnou
pravdéepodobnosti. Tedy by se dalo Tici, Ze je pravdépodobnost mezi tyto hodnoty rov-
nomerné rozdélena.

Néhodna velicina X méa rovnomeérné diskrétni rozdéleni, jestlize nabyva hod-
not 1,2,...,n s pravdépodobnosti P(X = k) =+, k=1,2,...,n. Pak

u 1 n+1
]EX:;/.C.E: :

)2 _ nn+1)2n+1) (n+1)?

6on 4

", (n+1
X =EX?— (EX)* =) k*~ —
var (EX) ; " 1

_4n2+6n+2—3n2—6n—3 n?—1

12 12

Poznamka 2.17 Rovnomeérné rozdeleni md tedy nahodnd wvelicina, kterd nabyvd
hodnot 1,2, ...,k a Zdadnd z téchto hodnot neni preferovand. Klasicky priklad tohoto
rozdélent je nahodnd velicina popisujici vysledek hodu kostkou ¢i hodnotu cisla, které
padne pri hite ruleta (v tomto pripadé jsou ale vysledky 0,1, ...,36).
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2.3.2 Alternativni rozdéléni (Bernoulliho)

Piiklad 2.8 Uvazujme hru Clovéce, nezlob se! (situaci, kdy mdme stdle néjakou
fugurku v domecku). Jaké rozdéleni md nahodnd velicina, kterd popisuje, zda v dalsim
tahu nasadime dals? figurku do hraciho pole? Necht X = 1 v pripadé nasazent figurky
a X =0 v opacném pripadé. JelikoZ nasazujeme figurku v pripadé, Ze ndm na kostce
padla sestka, coZ nastavd s pravdépodobnosti %, tak

1 )
Z P(X =0 ~2
6 Y ( ) 6
Néhodn4 velicina X mé alternativni rozdéleni s parametrem p € (0, 1) (znacime
X ~ Alt(p)), jestlize

P(X =1) =p,
PX=0)=1-p
Pak
EX=0-(1-p)+1-p=p
a

varX = EX? — (EX)? =p —p*> = p(1 — p).

Poznamka 2.18 Alternativni rozdéleni tedy popisuje, zda byl néjaky ndhodny pokus
uspésny (to vyjadrime hodnotou X = 1 a pravdépodobnost ispéchu oznacime p), ¢i
neuspésny (to vyjadrime hodnotou X =0).

2.3.3 Geometrické rozdéléni

Priklad 2.9 Viatme se nyni k prikladu a uwvazZujme ndhodnou velicinu X po-
pisujici pocet neuspésné odehranijch spini (hernich kol) pred pruni vjhrou hrdcem
hrajicim systém martingale. Urcete stredni hodnotu a rozptyl nahodné veliciny X .

Reseni:
7 prikladu vime, ze
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Pak

oo

EX — Zk 18 <19)

Secteme obecnéjsi fadu Y oo o k- p(1 — p)*, kde vyuzijeme faktu, ze tuto mocninnou fadu mtzeme
na intervalu (0, 1) derivovat ¢len po ¢lenu viz [35].

o0 o0 o0 a
> kep(l—p)t = Zk === )5 ((1-p)")
p
k=0 k=0 k=1
0 9 O (1—p)
—(p— p - p—p O\
8p,; )ap p
oy p—(1-p) 1-p
—(p—p7)- = :
( ) e )
V nasem piipadé je p = é—?, tedy
IEX:B.
18

Tento vysledek muzeme interpretovat tak, ze hra¢ prumérné prohraJe her pred prvni vyhrou.
Déla vypocitame EX? = Y77 k?p(1 — p)*, a pak pouzijeme Vztah i) z véty . Jelikoz
Y reop(l —p)F =1, dostdvdme

1= p(1-p)F
k=0

1 oo

LSy

p =2

pp  Op =
-1 i
_ k‘(l—p)k_l
7=
p k=0
1—p >
P2 :Zk'(lfp)k
k=0
dl—-p 0 & &
— k(1=
o 7 ap}; (1-p)
—p* —2p +2p* Zkz 1—p

p?

(2— Z K2p



I3

S
~ [Nlo
o0 | -
Wleo
=
\

Po dosazen{ p = 18 do rovnosti EX? = 77 k%p(1 — p)* = (27’2# dostaneme EX? =

37
56-19
sz - Ledy

w
3
)

56-19 192 (56— 19)- 19
2 _ — —
- 1 = o 2.169753.

varX = EX? — (EX)
Néhodn4 velicina X mé geometrické rozdéleni s parametrem p € (0, 1), jestlize
nabyva hodnot 0,1, 2, ..., s pravdépodobnosti P(X = k) = p(1—p)*, k =0,1,2,...,n.
V predchozim ptikladu jsem odvodili vztah pro sttedni hodnotu geometrického rozdélent
1 —
EX =2
p

Déle jsme odvodili vztah EX? = S-21=) tedy

:_ 2-p0-p) (A-p? (1-p)

varX = EX? — (EX)

p* P

Poznamka 2.19 Jak je z prikladu patrné, geometrické rozdéleni se pouZivd pro
popis poctu nezdaru pred pronim uspéchem pri nezdvislych pokusech s pravdépodob-
nosti uspéchu p v kaZdém pokusu. Napriklad pokud X popisuje pocet hodu kostkou
pred tim, neZ padne prvni Sestka, ¢i kolikrdt strelec vystreli na teré predtim, neZ
poprvé trefi hodnotu deset (za predpokladu, Ze vysledky jednotlivijch streleckijch pokusi
na sobé nezdvisi).

2.3.4 Binomické rozdéléni

Piiklad 2.10 Hazardni hrdc¢ hraje ruletu (francouzskou) a wvsdzi vidy na cernou
barku. Jakd je pravdépodobnost, Ze z deseti her vyhrdl prave ctyrikrdt?

Reseni:

Oznatme X pocet vyhranych her a p = % pravdépodobnost vyhry v jedné hte. Pak p*(1 — p)©
je pravdépodobnost, ze v konkrétnich étyfech hrich (tfeba v prvnich étyfech) hrd¢ vyhrél, a v
ostatnich prohrél. Jelikoz existuje % moznosti, jak vybrat konkrétni ¢tyfi hry z deseti, je hledana
pravdépodobnost

P(X =4)= <14O)p4(1 —p)t = (14()) (;ﬁf : (;‘3)6 = 0.2157.

Néhodna velicina X ma binomické rozdéleni s parametry n € N a p €
(0,1) (X ~ Bi(n,p)), jestlize nabyva hodnot k = 0,1,2,...,n s pravdépodobnostmi
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P(X =k) = (})p"(1 — p)»*. Urceme stredn{ hodnotu a rozptyl tohoto rozdéleni.

n !
n. k

EX = k - (Z)pk(l_p)nkzz (n_k)!(k_lﬂpk(l—p)"f

k=1

B - (n—1)!
- ”p; (n—1)— (k— 1)k —1)!

n—1

n—l 1) n—1 n—1)—

o e = () e
=0

= np(p+ (1 - )) = np.

pkrfl (1 . p)(nfl)f(kfl)

Podobny postup vyuZzijeme pro vypocet EX?2.

n

Ex?=Y k% (Z)pk(l —p)

= :n: (Z) k(k—1)-p*(1—p)" "+ kz:; k (Z)pk(l —p)
- kzi; (Z) k(k—1)-pF(1 — p)"* + EX

=n(n—1p") G fZ)T(?!_ 2),pk‘2(1 =) +np
£ . .

n—2
=n(n—1)p") (n_(f ;_g)z!)!Z!pl(l B
=n(n—1)p? fIonp.
Tedy
varX = EX? — (EX)? = n(n — 1)p* + np — n’p* = —np® + np = np(1 — p).

Poznamka 2.20 Binomické rozdéleni se pouzivd pro ndahodnou veli¢inu X popisujict
pocet uspéchii z n nezdvislych pokusu, kdy pravdépodobnost ispéchu v kaZdém pokusu

Jje p.

Poznamka 2.21 Jsou-li X; nezdvislé ndhodné veliéz’ngﬂ s rozdélenim X; ~ Alt(p),
pak X = Y7 X; md binomické rozdélent s parametry n,p. Tohoto vztahu se dd

3Pojem nezavislost ndhodnych veli¢in zadefinujeme pozdéji viz definice
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vyuzit pro rychlejsi odvozeni vzoreckiu pro stredni hodnotu a rozptyl binomického

rozdeélent viz priklad [3.3.

2.3.5 Poissonovo rozdéleni

Piiklad 2.11 Necht Xp je poéet pojistnijch uddlosti, které se uddly v casovém in-
tervalu (0,T). Predpokladejme, Ze jsou pocty uddlosti v disjunktnich ¢asovych inter-
valech nezavislé, pravdépodobnost, Ze nastane v intervalu (t,t + h| jedna uddlost, je
Ah + o(h), a pravdépodobnost, Ze v tomto intervalu nastane vice nez jedna uddlost,
je o(h). Urcete rozdéleni nahodné veliciny Xr.

Resent: 4 _

Rozdélme si interval (0,7) na disjunktn{ intervaly I; = (%, %} ,i = 1,...,n, a oznacme X;
pocet udalosti v tomto intervalu. Uvazujme n tak velké, ze lze zanedbat moznost vyskytu vice
nez jedné udalosti v ¢asovém intervalu délky % S timto pridanym predpokladem dostaneme X; ~
Alt(A/n + o(1/n)), tedy X7 ma priblizné binomické rozdélen{ s parametry n a A/n + o(1/n) (pro
velké n).

P(X;=k)= lim P (Z X; = k> = nlgr;o (Z) (M +o(1/n)F(1 = X/n+o(1/n))"*

n—oo e
i=1

— L i n(n = 1) — k4 1)\ + of1/n)) ek (1= /nto(1/m)

k! n—soo

k—1

1 n(l— n+o n

= 7 lim T (0= )+ o(1fm))) e ko) PSR G
TS0

= Lt T (M o) s B

= 1m " n-o n (&

k! n—oo
1=0

PUIEN
= He

Poznamka 2.22 Predchozi priklad jsme vyresili s pomoci predpokladu, Ze zanedbd-
vame moznost vyskytu vice nezZ jedné uddlosti v krdtkém casovém intervalu. Po-
drobnéjsi postup tesent bez tohoto predpokladu lze nalézt na str. 99-101 v [25)].

Ndhodna velicina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A > 0 (X ~

Po())), jestlize nabyva hodnot k = 0,1,2, ..., s pravdépodobnostmi P(X = k)
% - e~*. Pro odvozeni stiedni hodnoty a rozptylu Poissonova rozdéleni mizeme

44



vychazet z faktu, ze toto rozdéleni je limitnim pripadem binomického rozdéleni (jak
bylo ukézéno v piikladu [2.11)) a ze znalosti charakteristik binomického rozdéleni, tj.

EX = lim n(A/n+o(1/n)) = A,

n—oo

varX = lim n(A/n+o(1/n))(1 = A/n+o(1/n)) = .

n—o0

Poznamka 2.23 Stredni hodnota i rozptyl Poissonova rozdélend se dd odvodit primo,
viz Tesend cviceni 3 v sekci[6.4)

Poznamka 2.24 Poissonovym rozdélenim se 7idi napt. ndhodnd velicina X popi-
sujict pocet vyskytu sledovaného jevu v ¢asovém intervalu délky t (predpoklidejme,
zZe sledovany jev muze nastat v kterémkoliv okamzZiku a stredni pocet vyskytu sledo-
vaného jevu behem casového intervalu zavisi pouze na jeho délce a ne na jeho pocatku
ani na tom, kolikrdt jev nastal pred jeho pocdatkem). Toto rozdéleni se tedy pouzivd
naptiklad v systémech hromadné obsluhy (p7i modelovdni poctu prichozich hovori na
ustrednu, pri modelovani poctu prichodu zdkazniki do obchodu apod.).

2.4 Priklady spojitych rozdéleni

2.4.1 Rovnomérné rozdéleni

Priklad 2.12 Tramwaj ¢islo 8 md rano desetiminutové intervaly. Student Matematic-
ko-fyzikdlni fakulty prichdzi na zastdvku nezdvisle na jizdnim 7ddu a cekd na tramvaj
cislo 8. Popiste rozdéleni nahodné veliciny X popisujici dobu cekdni prislusného stu-
denta na zastdvce.

Reseni:
K popisu rozdéleni ndhodné veli¢iny X pouzijeme distribuéni funkci. K urcéeni pravdépodobnosti

0.z)] _ =
[0,10)] 10°

z € (0,10). Pak hustota rozdéleni ndhodné veliciny X je f(z) = F'(z) = 15 pro z € (0,10) viz véta
2.6l

P(X < x) muzeme pouzit ideu geometrické pravdépodobnosti, tedy P(X < z) =

Néhodna velicina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (a,b) (X ~
R(a,b)), jestlize je hustota tohoto rozdéleni ve tvaru

1
“b—a’
=0, x ¢ (a,b).

/()
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Pokud bychom méli odhadnout, jaka je stfedni hodnota rovnomérného rozdéleni
na intervalu (a, b), asi bychom pravdépodobné odhadli, ze to bude stfed tohoto in-
tervalu. Ukazme si, ze tomu tak skutecne je.

T 2bb—a) 2

by x? R R
IEX—/R:U-f(x)dx—/a —b_adx— {Q(b—a)}

Rozptyl tohoto rozdéleni je urcen nasledujicim vztahem, ktery si odvodime.

2
varX:/R(m—EX)2f(x)dx:/b<x—a;—b) .biadm

[ETUIEL S A
3(b—a) . 3(b—a) 24(b — a)

(-0 _(b—a?

C12(b—a) 12

Poznamka 2.25 Rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a, b) se 7idi nahodnd veli¢ina
popisujici situaci, kdy vysledek muze nabyvat libovolné hodnoty z tohoto intervalu,
pricemz Zadnd z téchto hodnot neni preferovand.

2.4.2 Exponencialni rozdéleni

Priklad 2.13 Uvazujme obchod, kde se pocet prichozich zdikazniki béhem c¢asového
intervalu (0,T) 7idi Poissonovim rozdélenim s parametrem \T'. Urcete rozdéleni nd-
hodné veliciny X popisugici ¢as prichodu pruvniho zdkaznika.
Reseni: .
Oznacme Y; pocet zdkazniku, ktef{ pfisli do ¢asu ¢, tedy P(Y; = k) = e‘”%, k=0,1,... Pak
Fx(t))=P(X <t)=P(Y;>1)=1-PY; =0)=1—¢M pro t > 0,
=0 pro t S 0.

Pak hustota tohoto rozdéleni je f(t) = Fi (t) = Ae " prot > 0 a f(t) = 0 prot < 0. Poznamenejme,

ze v tomto piikladu jsme pro nazornost pouzili proménnou ¢ misto z, jelikoz se jednalo o Cas.

Nahodné velicina X ma exponencialni rozdéleni s parametrem A > 0
(X ~ Exp(X)), jestlize je hustota tohoto rozdéleni ve tvaru

f(z) = e, x>0,
=0, xr < 0.
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Odvodime nyni vztahy pro stfedni hodnotu a rozptyl tohoto rozdéleni.

EX:/xf(:v)d:v:/ Aze  dg 2 [—xe_’\x];o+/ e Mdx
R 0 0

B _ef)\x oo_l
U, X

Podobné dostaneme

Tedy

2 1 1
2 2

Poznamka 2.26 V nekteré literature se uvdadi hustota exponencidlniho rozdéleni s
parametrem A\ ve tvaru f(xr) = %e‘i pro x > 0, napt. [2]. V tom pripadé je pak
EX =\ avarX = \2.

Jak jsme si ukdzali v pﬁkladu gsou-li pocty uddlosti v casovém intervalu (0,t)
ddny Poissonovym rozdélenim (s parametrem At), pak c¢asy mezi témito uddlostmi se
ridi exponencidlnim rozdélenim (s parametrem \). Diky této spojitosti mezi Poisso-
novym a exponencidlnim rozdélenim zachovame znaceni, kdy jsou tyto lambdy stejné.

Rowvnéz lze z této souvislosti odhadnout stredni hodnotu exponencidlniho rozdélent
bez vypoctu. Je-li stredni pocet uddlosti v ¢asovém intervalu délky jedna roven A (vime
z Poissonova rozdéleni poctu téchto uddlosti), pak je prirozené, Ze stredni doba mezi

dvéma ndsledujicimi uddlostma je %

Dulezitou vlastnosti exponencialniho rozdéleni je, ze je tzv. bez paméti. To
znamend, ze rozdéleni zbyvajici doby ¢ekéani na udalost (ktera se fidi exponencidlnim
rozdélenim) nezavisi na dobé, po kterou jiz ¢ekame. Tuto vlastnost matematicky
popisuje nasledujici véta.

Véta 2.9 Necht X ~ Exp(\), pak rozdéleni ndhodné veliciny X je bez paméti, tedy

P(X >t+s|X >s)=P(X >1),Vts > 0. (2.7)
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Dukaz.
PX>t+s) 1-PX <t+s) e

P(X>s)  1-PX<s) e
=eM=1-P(X <t)=P(X >1t).

P(X >t+s|X >s)=

Vyuzili jsme vztahu F(t) = P(X < t) = 1 — e 7 prikladu a faktu, 7ze pro
spojité rozdéleni plati rovnost P(X < t) = P(X <t).
O

Poznamka 2.27 Predchozi véta rika, Ze exponencidlni rozdélent je bez paméti. Navic
vsak plati, Ze tuto vlastnost jiné spojité rozdeleni nemd, tedy Ze tato vlastnost expo-
nencidlni rozdéleni primo definuje. Zformulujeme toto tvrzeni do ndsledujici véty s
mirnymi dodatecnymi predpoklady.

Veéta 2.10 Uvazujme spojitou ndhodnou velicinu X s rozdélenim, které je bez pameétsi,
tj. P(X <t+s|X >s) = P(X <t). Ddle predpokldiddme, Ze pro hustotu tohoto
rozdéleni f(t) plati

ft)=0 t<0,
f&)y>0 t>0

a hustota f je spojitd na (0,00). Pak X ~ Exp(\) pro néjaké X\ > 0.
Diikaz. Pro kratsi zapis pouzijeme znaceni limy oy f(¢) = f(0). Mdme tedy

P(X <t+s|X >s)=PX <t)
P(X <t+s5,X>5s)

PX > 5) =P(X <1t)
P(S}f(j(( i z)+ ) _ p(x <)
ot .
ffi‘” oy =, S
ot -
% = /S f(x)dx

' f85+tf(x)da: s o0
tlir0n+ fot f(x)dx _tlirori/s f(x)dx
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= d
70, ), TO*
9 f(s) 0 [%
%f 0)+ ds s f(x)dx
f's)
f0. - ¢
Dostaneme tedy diferencidlni rovnici f(s) = —f(0)4f(s), tedy f(s) = Ce /(O=+s,

Oznaéme X\ = f(0)4, pak f(s) = Ce . Jelikoz [~ f(s)ds = 1, dostaneme C' = A,
tedy hustota md tvar f(s) = \e™**, coz je hustota exponencialniho rozdélen.
O

Poznamka 2.28 JelikoZ je exponencialni rozdeélend jediné spojité rozdélent bez paméti,
pak pravé tato vlastnost je duleZitda pri rozhodovani, kdy toto rozdéleni pouzit. Ty-
pickym prikladem muze byt doba cekdni do poruchy predmétu, ktery nepodléhd opotie-
beni. Jako konkrétni priklady se ¢asto vyuzivagi rizné elektronické soucdstky (napriklad
rezistory).

Poznamka 2.29 Mezi diskrétnimi rozdélenimi je jedinym rozdélenim bez paméti
rozdeéleni geometrické.

2.4.3 Normalni rozdéleni

Dalsim velice vyznamnym spojitym rozdélenim je normélni rozdéleni. Jeho dulezitost
plyne z faktu, Ze se toto rozdéleni vyskytuje vSude kolem néds. Duvod, proc je toto
rozdéleni tak bézné, je formulovan v centralni limitni véteé, kterou si uvedeme v ¢asti
4.3 Ta zjednoduseneé tika, ze soucet velkého poctu nezavislych stejné rozdélenych na-
hodnych velic¢in, na jejichz rozdéleni méame jen velmi mirné predpoklady, mé ptiblizné
norméalni rozdéleni. Nahodné veli¢iny, se kterymi se v bézném zivoté potkavame,
lze velmi ¢asto povazovat za vysledek velkého mnozstvi malych ndhodnych vlivu, a
tedy lze ocekavat, ze se rozdéleni téchto ndhodnych veli¢in bude blizit normalnimu
rozdéleni.

N4hodn4 velicina X m4a normalni rozdéleni s parametry p a o? (X ~ N(u,0?)),
jestlize je hustota tohoto rozdéleni ve tvaru

1 _(==p)?

f(a:):\/me 202 xreR.

Odvodime nyni vztahy pro stfedni hodnotu a rozptyl tohoto rozdéleni.
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1 _=w?
B = / A / ' vV 27?026 v

1 _(e=w)? 1 (z—p)?
—/(x—,u)' 207 dz + e 37 da
R

V 27r02 R V2702
1 _(@=p)? —u
—/R(:z:—,u)-\/we 257 dx+u/f d:z:—‘ :dx )

1 t2
t.
V2mo?

e 22dx + = f1.
Vyuzili Jsme faktu, ze f(x) je hustota, a tedy fR x)dr = 1, a sudosti funkce
2

. \/2376 27 , ktera zpusobuje lichost funkce ¢t - \/276 2,2 a tedy nulovost vlastniho
integralu z ni ptes celé R.

1 _(@—w)? t =k
varX = /a:— e 207 da:—’d o

Vono? = %dx

2 2 o0 1 2
_*dx pp | 29 -t-e‘?} +0‘2/ e Tdt = o’
/ \/ [\/2% oo R V2T

2 2
Rovnost [ \/%e_%dt = 1 plyne z faktu, ze \/L??e_t? je hustota (hustota norméalniho

rozdéleni s parametry g = 0 a 0> = 1). Ze f(x) je skutecné hustotou, tedy ze

fR x)dr = 1, si ukdZzeme v ramci cviceni za touto sekci (viz cviceni 3 a) v sekci
2.5).

2

Distribuéni funkei normélniho rozdéleni F'(x) = ffoo ﬁe_%dt nelze popsat
pomoci elementdrnich funkei, viz [38], ale pro parametry p = 0 a 0% = 1 je pomérné
podrobné tabelovana, viz tabulka . Normélnimu rozdéleni s parametry u =0 a
0% = 1 fikdme normované normalni rozdéleni a jeho distribuén{ funkeci znac¢ime
®(x). Jelikoz je hustota normovaného normélniho rozdéleni suda funkce, plati pro
distribuéni funkei tohoto rozdéleni ®(z) = 1 — ®(—=x). Proto staci tabelovat hodnoty
této funkce pro kladna .

Jelikoz linedrni transformace zachovavaji normélni rozdéleni (pouze méni jeho
parametry), lze tyto tabelové hodnoty vyuzit i pro zjisténi hodnot distribuéni funkce
pro obecné normalni rozdéleni. Tuto vlastnost normalniho rozdéleni nyni zformulu-
jeme v nasledujici véte.

|15

Véta 2.11 Necht X ~ N(p,02%) a a,b € R, pak' Y = aX + b md normdini rozdélent
s parametry i = ap + b a 6% = a*o?.
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Diikaz. Rovnost EY = ap + b, resp. varY = a%0?, plyne z véty resp.
2.8l Ukazme si nyni, ze linedrn{ transformace zachové normalitu rozdéleni ndhod-
né veliciny Y. Dukaz provedeme pouze pro a > 0 s poznamkou, ze pro a < 0 bychom
postupovali obdobné.

— a 1 t*u2
Fy(x) = P(Y < 2) = P(aX +b< ) = P(X <~ b):/ S 4t

y=at+b £ 1 _(w=b/a=w? 1
= = e 202 - —dy
dy =a-dt oo V2702 a

2(ac)?

/ff 1 _ (= (btap)? /‘” 1 og?
— B Y = e 252 Y.
—s0 \/2m(a0)? oo V2152

(w=p)
Tedy rozdéleni ndhodné veliciny Y je dané hustotou f(z) = \/;?e_ 592 , COZ je
hustota normalniho rozdélen{ s parametry (i, 52).
O
Dusledek 2.12 Nechl Y ~ N(u,0?), pak Fy(z) = ®(=£).
Dikaz. 7 predchozi véty vime, ze X = Yg}“ m& normované normalni rozdéleni,
tedy
Y—nu x—p T — [ T — U
Fy(z)=PY <z)=P T <— | =P|X<—-)=20 - |-
o o o o
O

2.5 Cviceni

1. Cyril mé na svazku 8 kli¢u a snazi se odemknout dvefe (ke kterym pasuje préve
jeden kli¢). Nahodné vybere kli¢ a vyzkousi ho. Po kazdém netispésném pokusu
mu klice spadnou na zem a dalsi kli¢c znovu voli zcela nahodné. Tak pokracuje,
dokud konec¢né dvefe neotevrte.

a) Jaké je rozdéleni poctu vech neuspésnych Cyrilovych pokusu?
b) Jaky je sttedni pocet netspésnych pokusu?

¢) Jaky je rozptyl poc¢tu neispesnych pokusu?
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2. Biatlonovy zavodnik béhem zavodu sttili dvacetkrat na terc. Pravdépodobnost,
ze pii konkrétni stfele mine, je 0.09 .Predpokladame, ze vysledky jednotlivych
pokust jsou nezavislé a za kazdy minuty ter¢ dostava zavodnik trestnou mi-
nutu.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze zdvodnik dostane béhem zavodu vice jak dvé
trestné minuty?
b) Jaky je ocekavany pocet trestnych minut, ktery zavodnik zisk&?

c¢) Jaky pocet ziskanych trestnych minut je nejpravdépodobnéjsi?

3. Necht X ~ Po()). Odvod'te vzorec pro stredni hodnotu EX a rozptyl varX
bez pouziti znalosti o stfedni hodnoté a rozptylu binomického rozdéleni.

4. Semena maji klicivost p € (0, 1). Jaky je optimélni pocet n semen v jamce, aby
byla co nejvyssi pravdépodobnost, ze vykli¢i pravé jedno? Reste obecné a pro
p=1/3.

5. Do obchodu prijde prumérné 10 zédkazniku za hodinu, z toho je prumérne 60 %
zen. Jaka je pravdépodobnost, ze béhem pul hodiny pfijdou do obchodu alespon
3 zékaznici a vSechno to budou zeny?

6. Necht se pocet piichozich hovorti na tdstiedné béhem daného ¢asového inter-
valu #idi Poissonovym rozdélenim (parametr A je piimo imérny délce casového
intervalu). Prumérné piijde béhem hodiny dvacet hovort.

a) Jaké je rozdéleni poctu piichozich hovoru béhem deseti minut?

b) Jaké je rozdéleni doby ¢ekani na dalsi hovor (v minutéch)? Urcete jeho
hustotu.

c¢) Jaké je rozdéleni doby ¢ekdni na dalsi hovor (od casu 0), vime-li, ze hovor
nepfisel béhem ¢asového intervalu [0, 77

d) Jaka je pravdépodobnost, ze béhem nésledujici minuty pfijme ustfedna
alespon dva hovory?

e) Na jak dlouho si operdtor v ustfedné muze odskocit pro kafe, aby s
pravdépodobnosti 0.9 nepromeskal zadny piichozi hovor?

(@=p)?
7. Méjme ndhodnou velicinu X s rozdélenim s hustotou f(x) = Ce” 2% pro

r € R.

a) Urcete konstantu C.
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b) Jaka je stfedni hodnota ndhodné veliciny X7
c¢) Jaky je rozptyl ndhodné veli¢iny X7
8. Necht X ~ N(1.5,6). S vyuzitim tabulky urcete nasledujici pravdépodob-
nosti.
a) P(X <2.5).
b) P(X <1).
c) P(1.b <X <4).

9. Nechf X ~ N(0,1). Uréete EX* pro k =1,2, ...

10. Univerzitni hokejovy tym UK Praha vysle na branku soupefe prumérné 42 stiel
na utkani. Prumérné kazda osma strela koné¢i gélem.

a) Urcete pravdépodobnost, ze padne prvni g6l zminéného tymu az pii desé-
tém stieleckém pokusu.

b) Pokud vystielil tym UK Praha v prvni tfetiné patndckrat, jaka je pravde-
podobnost, ze dal pravé dva goly?

c¢) Jaka je pravdépodobnost, ze vystieli zminény tym v prvni tfetiné prave
patnact stiel?

d) Jaka je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat na prvni stielu tymu UK vice
nez t¥i minuty?
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Kapitola 3

Nahodny vektor

, Nepochopeni pravdépodobnosti
muze bijt nejuétsi ze vsech prekazek
védecké gramotnosti.*

—Stephen Jay Gould

3.1 Sdruzené a marginalni rozdéleni

V nékterych ptripadech potfebujeme pracovat s vice ndhodnymi velicinami najednou,
abychom mohli naptiklad zkoumat, jaky maji mezi sebou vztah. Z tohoto duvodu
potiebujeme zavést ndhodny vektor.

Definice 3.1 UvaZujme pravdépodobnostni prostor (0, F, P). Necht jsou na tomto
prostoru definovdny ndhodné wveliciny Xy, X, ..., X,. Pak X = (X1,Xs,...,X,)
nazyvame ndahodny vektor .

Podobné, jako jsme definovali distribu¢ni funci pro ndhodnou veli¢inu, abychom
mohli popsat jeji pravdépodobnostni rozdéleni, zadefinujeme i distribu¢ni funkci na-
hodného vektoru X.

Definice 3.2 Uvazujme pravdépodobnostni prostor (2, F, P) a na ném definovany
ndhodny vektor X = (X1, Xa, ..., X,,). Pak redlnou funkci n redlngjch proménnych

Fx(Il,l’g, ,In) = P(Xl < l’l,XQ < T2, ,Xn < l’n)

nazveme sdruZenou distribucéni funkci ndhodného vektoru X.
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Definice 3.3 Je-li k <n a {i1,....,ix} C {1,2,...,n}, pak distribucni funkci
F(Xilw--yXik)(xil? ,l’zk) = P(Xz1 < Ty, ,sz < J,’Zk)
ndhodného vektoru (X;,, ..., X;, ) nazjvame margindlni distribucéni funkce.

Poznamka 3.1 Pro jednoduzsi znaceni budeme pouzivat x = (x1,xs, ..., T,) pro vek-
tor n redlnich hodnot.

Analogicky k vlastnostem distribu¢ni funkce nahodné veliciny X zformulujeme
vlastnosti sdruzené distribuéni funkce do nasledujici véty.

Véta 3.1 Uvazujme sdruzenou distribucni funkci Fx(.) ndhodného vektoru X. Pak

i) Fx(z1,...,x,) je neklesajici funkce v kaZdé ze svych proménnych pri pevngch
hodnotach ostatnich promenngjch.

it) Fx(z1,...,x,) je zleva spojitd v kaZdé promeénné.
iii) limg, o Fx(z1,...,2,) =0, i = 1,...,n, hodnoty x; jsou pevné, j # i, j =
1,...,n.
i) limg, oo Fx(z1,...,2,) = 1.
To—00
T —>0O0

xhgloo Fx,. . .x. (331, e fL’n) = Fxl,...,Xk,l,XkH,...,Xn(iUl, ooy Lh—1y Lh41y «-+s an)
k

Diikaz.
i)-iv) Dikaz téchto bodi probihd obdobné jako dikaz véty [2.3]
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lim FXIV__an(l'l, 7l‘n) = lim P (ﬂ{Xz < ZEZ})
ZTj—>0O0 T —r 00

i=1

= lim P (ﬁ{Xi <z} N{X} < xk}>

Tl —r00
itk

—P (ﬁ{Xi <N Q> =P (ﬁ{Xi < 9’%})

itk itk

= FXI,...,Xk,l,XkH,...,Xn (901, oy L1y Theg1y +-es JUn)

O
Podobné jako v pripadé rozdéleni nahodné velic¢iny i u rozdéleni nahodného vek-
toru hovotime o diskrétnim a spojitém rozdéleni.

Definice 3.4 Nahodny vektor X md diskrétni rozdélent, jestlize existuje posloup-
nost {xx}2,, xx € R™, a prislusnd posloupnost kladnijch cisel {px}32, takovd, Ze

pr=PX=x;)=P{w e Q:X(w)=xx}) a ipk: 1.

Definice 3.5 Ndhodny vektor X = (X, ..., X,) md absolutné spojité rozdélent,
jestlize ezistuje nezdapornd funkce fx(x) n redlngch proménnyjch takovd, Ze

Fx(.]fl,...,l'n) _/ / fx(tl,...,tn)dtl,...,dtn. (31)

Funkci fx(x) nazgvdme sdruzZenou hustotou rozdéleni ndhodného vektoru X, nebo
téz sdruzenou hustotou nahodnych velicin Xy, ..., X,.

Podobné jako v definici budeme hustotu f(Xi17.,,,Xik)(xi1,...,xik) podvektoru
(Xiy, - Xip), kde {iv,....ix} C{1,2,..., }, nazyvat margindlni hustotou.

Poznamka 3.2 Z predchozich definic vyplyjvaji ndsledugici vlastnosti:

i) Necht ndhodné veliciny X; nabjvaji hodnot {z; ;}cs., pak

P(Xz = :L‘) = Z Z Z Z P(Xl = 1,515 ey X1 = Li—1,5i-1>

Jj1€J1 jJic1€Jic1 Jivt1€Jiv1 Jn€Jn

X,L' = x,XiJrl = xi+17ji+17 ceey Xn = Z'nJH)
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ii) Md-li ndhodny vektor X = (X1, ..., X,)T spojité rozdéleni se sdruzenou husto-
tou fx, pak margindlni hustota nahodné veliciny X; je urcena vztahem

oo oo
fx,(z) :/ / fx(zr, . xig, m, @i, oy wp)dey, o da qdxg, . dXy,.
—Oo — 00

Poznamka 3.3 Podobné jako v jednodimenziondalnim pripadu (viz véta a pozndmka

plat? fx, . x,(x1,...,2,) = ,%afﬁFXhm,Xn(thuIn) pro skoro wvSechna
X = (1, .0y Tpy).

3.2 Nezavislost nahodnych velicin

Analogicky k nezavislosti ndhodnych jevu si nyni zavedeme pojem nezavislosti u
nahodnych veli¢in.

Definice 3.6 Ndhodné veliciny X1, Xs, ..., X,, jsou nezdvislé, jestlize pro vsechna
X1, Ty € R platd

P(Xl < ]Il,XQ < T2, ,Xn < ZL’n) = P(Xl < .7)1) . P(X2 < .TQ) Ce P(Xn < ZEn),
(3.2)

tedy, Ze sdruzend distribucni funkce Fx je rovna soucinu margindlnich distribucnich
funkci Fx,.

Poznamka 3.4 Oproti deﬁm’cz’ nepotiebujeme rovnost (3.2)) ovérovat pro vsechny
r-tice {k1, ...,k }, ¥ < n. Rovnost P(Xy, < Tpy, ..., Xi, < ) = P(Xp, < Tgy) - .. -
P(Xy, < my,) plyne z limitniho vztahu v) ve véte[3.1]

Poznamka 3.5 Rowvnost (3.2)) je ekvivalentni rovnosti

P (ﬁ(xi € BZ-)) =", P(X; € B;), VB; € BR). (3.3)

i=1
Platnost této ekvivalence vychdzi z rovnosti P ((i_,(X; € [a;, b;))) = I (F(b;) —
F(a;)) a Hopfovy véty, viz [10], kde lze nalézt i podrobnéjsi argumentaci.

Jelikoz ovérovani platnosti vztahu (3.2) pfimo nemusi byt jednoduché, ovéruje
se nazavislost ndahodnych veli¢in vétsinou jinym zpusobem uvedenym v nasledujici
vete.
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Veéta 3.2 Uvazujme nahodné veliciny X1, Xa, ..., X,,.

i) Jsou-li ndhodné veliciny X1, Xa, ..., X,, diskrétni, pak jsou nezdvislé pravé tehdy,

kdyz . . .
P(X,=a{,... X, =29) =1I"_ P(X; = ") (3.4)
pro viechna x9 = (azgi),xg), o ,xg)), i=1,2,..., kteryjch muze ndhodny vek-

tor X = (X1, ..., X;,) nabyvat.

i) Necht md ndhodngj vektor X = (X1, Xy ..., X,,) absolutné spojité rozdéleni (nd-

hodné veliciny X; jsou spojité). Nahodné veliciny X1, X5 ..., X, jsou vzdjemné
nezavislé prdavé tehdy, plati-li
fx(zr, 2o xn) = fx, (1) - fxp (@) ... fx, (20), (3.5)
pro skoro vSechna x = (x1,x2...,x,) € R".
Diikaz.

Dukaz provedeme pro dvé ndhodné veliciny X, X5. Pro n ndhodnych veli¢in by

dukaz probihal obdobné.

i) Necht plati rovnost (3.4) a x1, z2 € R. Oznacme {:rgi)}ieh a {:cgj) }jer, hodnoty,
kterych nabyvaji ndhodné veliciny X; resp. X, a pro které plati nerovnosti

xY) <z, Viela mgj) < X9, Vj € I,. Pak

Fx, x, (21, 02) = P(Xy <21, X < 19) = ZZP(Xl =1, Xy = 2¥)

i€l jelz
=Y P =af) - P(x, = f)
i€l jelz
=Y P =2{") ) P(Xs=ay)
i€l Jel2
=Y P(X1 =) Fx,(22) = Fy, (1) - Fx, (w2).
i€ely

A tedy jsou nahodné veliciny X; a X5 nezavislé.
Jsou-li ndhodné veliciny X; a X, nezdvislé. Pro kratsi zépis zavedme znaceni
Fx x (x1+,290+) = lim Fx x, (t,s
1, 2( ? ) t—z1+,5— T2+ 1 2( ) )7

FXl,X2 (x1+7 ‘732) = tl}m+ FXl,Xz(t7 S)
x1
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a analogicky Fx, x,(z1,zo+), Fx,(21+) a Fx,(x2+). Pak pro kazdé z;,2, € R
plati

P(Xy=21,Xo=129) =P(X1 =21, Xs < x9) — P(X7 = 21, Xo < 9)

=P(X; <21, Xy < x9) — P(X; < 21, Xy < 19)

— (P(X1 <21, Xy < x9) — P(Xy < 21, X < 29))
=Fx, x,(x1+, 22+) — Fx, x, (21, 22+)

— Fx, x,(x1+,22) + Fx, x, (%1, x2)
=Fx, (x1+) Fx,(224) — Fx, (21) Fx, (22+)

— Fx,(z1+) Fx,(v2) + Fx, (21) Fx, (22)
=(Fx, (z14) = Fx, (1)) (Fx, (224) — Fx,(22))
=P(X) = 21)P(X3 = x9).

ii) Z rovnosti (3.5)) dostaneme

FXI,XQ (xh .1'2) = / / thXQ (t, S)dtds
= / Ix, (8) fx, (s)dtds

—00 J —

Y / Y e (s)ds

= Fx, (1) - Fx,(22),

tedy jsou nahodné veliciny X, X5 nezavislé.

Jsou-li ndhodné veliciny X1, X, nezavislé, pak z poznamky [3.3] dostaneme

sv. 07 0?
[x1.x, (21, 72) = axlax2Fxl,X2($1ax2) = 9501, (Fx, (z1) - Fx,(72))
a a S.V.
= a—%Fxl(%) : 8—MFX2($2) =[x (w1) - fx,(22),

S.v. v/ ~ ’
kde rovnost = znaci rovnost pro skoro vSechna x = (x1, x5), tedy rovnost plati
) )
pro vSechna x, ktera lezi vné néjaké mnoziny nulové miry.
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3.3 Funkce vice nahodnych veli¢in

Véta 3.3 Necht X a'Y jsou spojité nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim s hus-
totami fx(x ) fr(y). Pak Z = X +Y je spojitd ndhodnd velic¢ina s rozdélenim s
hustotou f7(z) = [ fx () - fy(z — z)da.

Dikaz.

Fp(z) = P(Z < 2) = P(X+Y < 2) = // fy (y)dardy

=[] st ptdne = | 0

/ fx(o (/ fyu—x)du)dx—/_;/_ZfX(x)~fy(u—x)dxdu.

Jelikoz Fy(z f fz(t)dt, pak fz(t) f fx(x) - fy(t —x)de.

O

Véta 3.4 Necht X a'Y jsou diskrétni nezdvislé ndhodné veliciny, X nabyjvd hodnot
X1, %9, ... Pak Z = X+Y je diskrétni ndhodnd velicina, kterd nabyvd hodnot zy, zs, . . .
s pravdépodobnostmi

Dikaz.

Poznamka 3.6 V pripadé diskrétnich nahodnyjch velicin obvykle predpokldddme, Ze
navyvaji hodnot z No. Pak v predeslé vété dostavdme pro Z = X +Y jednodussi tvar
pravdépodobnosti nabyvangch hodnot, a to

P(Z:k):ip(xzi)P(Y:k—z‘), k=0,1,...
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Poznamka 3.7 Pokud ndhodnd velicina vznikd jako soucet nezduvislych ndhodnijch
veli¢in, pak hovotime o jejich konwvoluci. V predchozich vétach tedy byla ndhod-
nd velic¢ina Z konvoluci ndhodnyjch velicin X a Y. Konvoluce ale mize vzniknout i
souctem vice nez dvou ndahodnijch velicin.

Poznamka 3.8 Konvoluci diskrétnich nahodnych velicin jsme vyuZili v prikladu[2.1].
Konwvoluce se pak vyuZivd i v prikladech 1. a 2. v sekci[3.5,

Véta 3.5 Uvazujme nezdvislé ndhodné veliciny X a'Y a necht f a g jsou borelovsky
meéritelné funkce. Pak f(X) a g(Y) jsou nezavislé ndhodné velic¢iny.

Dikaz. Vyuzijeme vztah (3.3]).
P(f(X) € B1,9(Y) € By)

P(X € f7(B),Y € g (B))
(X € f7Y(By))- P(Y € g7 '(By))
(f(X) € By)-P(g(Y) € By).

P
P

O
Dusledkem predchozich vét je nésledujici véta o souc¢tu nahodnych velicin s
norméalnim rozdélenim.

Véta 3.6 Uvazujme nezdvislé ndhodné veliciny X, ..., X, a necht pro kaZdé i =
1,...,n plati X; ~ N(w;,0?). Pak Z =31 | X; md normdini rozdéleni s parametry

= Zz—llulao-_Zz 10
Diikaz. Dukaz provedeme ve tiech krocich.

1. Ukézeme si nejdiive trvzeni pro soucet nezavislych ndhodnych velicin X; ~
N(0,1) a Xo ~ N(0,0?). Oznaéme Z = X; + X», pak z véty [3.3] dostaneme

2 1 (z— z>2
) . x)dr = ez - e 2% dx
/fX xalz / \ 2T V2mo?

+<z )2
dx.
27TO'

2202+ (2—x)?
202

20 + (z —x)?  2*(0?+1) — 2wz + 22

Upravme si nejdiive vyraz nasledujicim zpusobem:

202 202
2
B (5“02—’_ N o§+1> +2° (1_021+1)
B 202
2
. (l’ 02 o 02+1) + Z2
B 202 2(024+1)
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S vyuzitim substituce ¢t = xv/0? + 1 dostaneme

1 (x\/02+1—z/\/a2+1>2 2
fz(2) = | —e" 207 e 27 dy
R 2O
_ (=z/Vo?+1)? 1
= e 2(02+1) 202 . — (¢t
V2T R \/ 27ra2 o?+1
1 2
= .¢ 2(J2+1)
2m(0?2 41
Tedy Z ~ N(0,0% + 1). V posledni rovnosti jsme vyuzili faktu, Ze funkce
(t=2/Vo2+1)?
flz) = \/2;75 202 je hustota normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou

z/V/ 0% + 1 arozptylem o2, Integral této funkce pres celé R je tedy roven jedné.

. Necht X1~ N(,Ul, Ul) a Xy~ N(,u27 U2) Oznacme X1 Xlo':ul a X2 - X2071u2’

pak X; ~ N(0,1), X, ~ N(0, ) (dle vety [2.11)) a X, X, jsou nezavislé dle
vety [3.5

Fz(Z):P(Z<Z):P(Xl—f-XQ<Z):P(Xl—M1+X2—M2<Z—[L1—/Jg)

Xi— i+ X5 — — i —
:P( 1—mtXo—pp _2— u2>
01 01

~ ~ z — — ~ ~

ZP(X1+X2 < #) =P<(X1+X2)'U1+M1+M2 <Z>-
1

7 bodu 1. vime, ze soucet ndhodnych veli¢in X; + X, mé rozdéleni N (0, 1+ g—)

Dle veéty [2.11f pak soucet X1 + Xy = (5(1 + X'Z) <01 + p1 + po ma rozdéleni
N(/JHOJ)’ kde o= p1+ p2 a 02 IO’%—FO’%.

. Dukaz dokonéime indukci. Pro n = 2 mdame dukaz hotov. Pokud tvrzeni plati
pro néjaké n € N, pak X7 + Xo + ... + X, = (X4 + ...X,) + Xop1. Soucet
(X7 + ...X,) md normdlni rozdéleni, tedy (X; + ...X,) + X,;1 ma norméaln{
rozdéleni z bodu 2.
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3.4 Charakteristiky nahodného vektoru

3.4.1 Kovariance a korela¢ni koeficient

Piiklad 3.1 Hrdc basketbalu hdzi dva trestné hody, kaZdy z nich znamend bod. V
pronim hodu md ispésnost 50%), ispésnost druhého hodu je ale ovlivnéna visledkem
hodu prvniho. Pokud se hrac pri pronim hodu trefi, pak mad v druhém hodu tispésnost
70%. Je-li ale v prunim hodu neispésny, pak jeho ispésnost ve druhém hodu klesne
na 30%. Jaky je rozptyl poctu bodi, ktery tento hrdac ziskd béhem trestného strileni?
Zmenil by se tento rozptyl, pokud by vysledek druhého hodu nebyl ovlivnén prunim
hodem?

Reseni:
Oznactme X; = 1 v pfipadé, Ze je i-ty hod tspesny, a X; = 0 v opa¢ném piipadé. Pak

1
P(X; =0)= P(X; =1) =,
P(X2=0) = P(X; =1, X3 = 0) + P(X; = 0, X5 = 0)
=P(X; =1)  P(X2 =0[X; =1)+ P(X; = 0) - P(X2 = 0[X; =0)
~ Loz loor=t
2 T2 Ty
1
P(Xy=1) = 1= P(X2=0) = 5.

var(X; + X) = E(X1 + X5)? — (E(X1 + X5))?
=E(X?+2X, X5 + X2) — (EX,)? + 2EX | EX, + (EX,)?)
=EX? — (EX;)? + EXZ — (EX»)? + 2(EX; Xo — EX1EX))
=varX; + varXs + 2(EX; Xo — EX 1 EXy).

Jalikoz maji X; i X, alternativni rozdéleni s parametrem p = %7 pak varX; = varXs; = 0.25 a
EXiEXs = % . % = 0.25. Potfebujeme tedy uz urcit pouze hodnotu vyrazu EX; X5.

EX1X5=0-0-P(X;=0,X,=0)40-1-P(X; =0,X,=1)
+1-0-P(X;=1,X,=0)4+1-1-P(X; =1,X, = 1)
=0 (P(X; =0,Xo=0)+P(X;=0,X, =1)+ P(X; = 1, X, = 0))
F1-PX;=1,X=1)=P(X;=1,X,=1)=P(X; =1)- P(Xy = 1|X; = 1)

1
=3 -0.7=0.35,

tedy
var(X; + X3) = 0.25 4+ 0.25 + 2(0.35 — 0.25) = 0.7.
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Uvazujme nyni situaci, ze druhy hod nebude ovlivnén vysledkem prvniho hodu. Pak se v celém
vypoctu rozptylu var(X; + X5) zmeéni pouze hodnota vyrazu EX; Xs. V tomto piipadé dostaneme

1
=0.25,

EX:Xo =P(Xi =1, Xo = 1) = P(X; =1)- P(Xa = [X, = 1) = 5 - &

DO =

a tedy

var(X + Xo) = 0.25 + 0.25 + 2(0.25 — 0.25) = 0.5.

Pov§imnéme si, ze v predchozim piikladé nam v pripadé nezavislych hodu vysla
rovnost var(X; + X,) = varX; + varXy, jelikoz vyraz EX; Xy — EX;EX, byl roven
nule. Zda se tedy, ze hodnota vyrazu EX; X, — EX;EX, by mohla byt pouzita jako
charakteristika vztahu mezi ndhodnymi veli¢inami X; a Xs.

Definice 3.7 Uvazujme ndhodné veliciny X a Y. Nechf EX? < oo a EY? < oo.
Pak vyraz

cov(X,Y) = E(X — EX) - (Y —EY)) = EXY - EXEY
nazveme kovartanci nahodnych velicin X a Y.
Poznamka 3.9 7 definice primo nahlédneme, Ze cov(X, X ) = varX.

Veéta 3.7 UvaZuyme ndhodné veliciny X a Y a redlnd cisla a,b,c,d € R. Pak
cov(aX +b,cY +d) = ac-cov(X,Y).

Dikaz.

cov(aX +b,cY +d) =E((aX +b—E(aX +b)) - (cY +d—E(cY +d)))
=E((aX — aEX) - (¢Y — cEY)) = ac- cov(X,Y).

O

Plati obecné, ze kovariance nezavislych ndhodnych veli¢in je nulova (tak, jak

tomu bylo v prikladu ? Odpovéd je prakticky zformulovand v nasledujici vété o
stfedni hodnoté sou¢inu nezavislych nahodnych velicin.

Véta 3.8 Necht X a'Y jsou nezdvislé ndahodné veliciny s konecnou stredni hodnotou,
pak EXY = EXEY.

64



Diikaz. Necht jsou X a Y spojité ndhodné veliciny s hustotou fx(x), resp. fy(y). Z
vyuzitim véty ii) dostavame

EXY — / / wy - fry (o, y)dyds = / / 2y fx(@) - fy (y)dyda
:/xfx(x)dx-/fy(y)dx:EX-EY.
R R

Analogicky s vyuzitim véty , i) dostaneme stejny zaveér i pro diskrétni ndhodné
veliciny X a Y.
O

Disledek 3.9 Necht X a'Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny, pro které EX? < oo a
EY? < co. Pak cov(X,Y) = 0.

Dikaz.
cov(X,Y)=EXY — EXEY = EXEY — EXEY = 0.

0

Mezi nezavislosti a nulovosti kovariance vsak neni ekvivalence, jak ukazuje nasledujici
priklad.

Priklad 3.2 Uvazujme X ~ R(—1,1) a Y = X?. Pak
cov(X,Y) =EXY — EXEY = EX® - EXEX?

Spocitame tedy postupné EX, EX? o EX3.

Tedy

1
cov(X,Y)=EX® ~EXEX*=0-0- ;=0
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Kovariance nahodnych velicin X a'Y je nulovd, pritom je hodnota nahodné veliciny
Y primo urcena hodnotou ndhodné veliciny X, tedy tyto ndhodné veliciny nejsou
nezauvislé. Preciznéji matematicky lze nezduvislost vyvrdtit treba tim, Ze

P(X <—-05Y <0.25)=0+# P(X <—-0.5)- P(Y <0.25) =0.25- 0.5 = 0.125,
coZ je ve sporu s definici nezavislosti.
V teseni piikladu [3.1] jsme odvodili vztah
var(X +Y) = varX + varY + 2cov(X,Y).

Tento vztah se d& zobecnit pro soucet n nahodnych velicin X7, ..., X,, nasledujicim
zpusobem.

Veéta 3.10 UvazZujme ndhodné veliciny X1, ..., X,,, pak
var (Z Xi> = Z varX; + 2 Z cov(X;, X;). (3.6)
i=1 i=1 i#j
Dukaz.

() () )

=1 i=1

—E (zn:(xi —EX;)*+2) (X; - EX;)(X; - IEXj)>

i=1 i£]

—~ i E(X; —EX))* +2) E(X; -~ EX;)(X; ~ EX))

i=1 i#j
= Z varX; + 2 Z cov(X;, Xj).
i=1 i#j

Diisledek 3.11 Necht X1, ..., X,, jsou nezdvislé ndhodné veliciny, pak

var (i Xi> = ivarXi.
i=1 i=1
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Priklad 3.3 Uvazujme nezdvislé ndhodné veliciny Xy, ..., X,, splnujici X; ~ Alt(p).
Oznacme X =" | X; (tj. X md binomické rozdélent, viz pozndmka . Rozptyl
ndahodné veliciny X lze spocitat primo ze znalosti rozptylu alternativniho rozdéleni a
s vyuzitim predchoziho dusledku jako

vaxX = ZvarXi = Zp(l —p) =np(l —p).
i=1 i=1

Poznamka 3.10 7 véty plyne, Ze velikost kovariance nezdvisi pouze na vztahu
nahodnych velicin X a 'Y, ale i jejich rozptylu. Abychom dostali néjakou charak-
teristiku, ktera vypovida primdrne o vztahu ndahodnych velicin X a Y, je potreba
kovarianci vhodné vynormovat. Tato vvaha nds vede k ndsledujici definici.

Definice 3.8 Uvazujme ndhodné veliciny X aY, pro néz plati EX? < oo, EY? < oo,
varX > 0 a varY > 0. Pak

cov(X,Y
vvarX - v vary

nazyvame korelaéni koeficient nahodnych velicin X a'Y.

corr(X,Y) =

Véta 3.12 Uvazujme ndhodné veliciny X a Y takové, Ze existuje jejich korelacni
koeficient corr(X,Y'). Pak plati:

i) —1 <corr(X,Y) <1,
ii) jsou-li ndhodné veliciny X a'Y nezdvislé, pak corr(X,Y) =0,
i) je-liY =a- X +b, a#0, pak corr(X,Y) = sign(a).
Dukaz.
i) Uvazujme libovolné ¢t € R, pak

X —-EX N tY — ]EY)
vvarX vvarY

0§var<

(X —EX)? (X —EX)(Y —EY) (Y —EY)?
=E(— "t +2t- + t°
varX vvarX - vVvarY varY

=1+2t-corr(X,Y) +t%

Jelikoz 0 < 1+2tcorr(X,Y)+t2, pak musf byt diskriminant kvadratické rovnice
t? + 2corr(X,Y) - t +1 = 0 nekladny (nebot existuje maximélné jeden redlny
koten této rovnice), tedy 4(corr(X,Y))? —4 <0, tedy —1 < corr(X,Y) < 1.
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ii) Plyne z dusledku

iii) Vyuzijeme vztah z poznamky a vety a .
corn(X,Y) = cov(X,aX +b) ~a-cov(X, X)

- VvarX - V/var(aX +b)  VvarX - Va? - varX

a - varX )
= —\/c? X = sign(a).
O
Poznamka 3.11 Koeficient korelace lze tedy interpretovat jako miru linedrni zdvislo-
sti, kde nezdvislost ndm ddvd nulovou hodnotu korelacniho koeficientu a ¢im je ab-

solutni hodnota korelacniho koeficientu blize jedné, tim vétsi je linedrni zdvislost sle-
dovangch velicin.

Definice 3.9 Je-li corr(X,Y) = 0, rikame, Ze ndhodné veliciny X a 'Y jsou neko-
relované.

3.4.2 Charakteristiky vicedimenzionalniho nadhodného vek-
toru

Analogicky charakteristikaim nahodné veliciny u nahodného vektoru zavadime nasledujici
zakladni charakteristiky.

Definice 3.10 Uvazujme ndhodny vektor X = (X7, ..., X,,).

i) Stiredni hodnotou ndhodného vektoru X nazjvame vektor stiednich hod-
not jeho slozek, 1.
EX = (EXy, ... EX,).

it) Varianéni matici ndhodného vektoru X nazyvime matici var X typu nxn
s proky
COV(XZ',X]') = E(Xz - EXJ(X] - EX]‘), 1 S Z,j S n.

i11) Korelaéni matici ndhodného vektoru X nazgvdme matici corrX s proky
COV(Xi, X])

VvarX;,/varX; ’

Poznamka 3.12 Analogicky vétam o stredni hodnoté a rozptylu nahodnych velicin

resp. lze formulovat a dokdzat podobné véty o stredni hodnoté a variacni
matici pro nahodny vektor.

corr(X;, X;) = 1<4,j <n.
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3.5 Cviceni

1. Necht X; m4 Poissonovo rozdéleni s parametrem \;, Xs m4 Poissonovo rozdélen{
s parametrem Ay a X, Xy jsou nezavislé nahodné veliciny. Urcete rozdéleni
nahodné veliciny Y = X; + Xo.

2. Na auté jsou provadény dvé nezavislé opravy a obé opravy budou hotovy do
jedné hodiny. Predpokladejme, Ze obé opravy jsou v takové fazi, ze rozdéleni
casu do ukonceni konkrétni opravy je rovnomérné.

a) Jakd je stfedni hodnota a rozptyl ¢ekani na ukonceni prvni opravy?

b) Jaké je rozdéleni doby do ukonéeni obou oprav?

¢) Urcete pravdépodobnost, Ze obé opravy budou ukon¢eny do 45 minut.
d) Uvazujme situaci, kdy opravy nebudou provadény soucasné, ale postupné.

Jaké rozdéleni bude mit cas ukonceni obou oprav?

e) Uvazujme nyni n nezavislych oprav, jejichz doba mé rovnomérné rozdéleni
R(0,60). Necht T je ¢as, kdy bude dokon¢ena prvni z oprav, a T ¢as, kdy
bude dokoncena posledni z oprav. Jaké je rozdéleni ndhodnych veli¢in T
a T27

3. Necht ndhodny vektor (X,Y") ma rovnomérné rozdéleni na mnoziné Q = {(z,y) €
R?: 2?2 + 942 < 1}.
a) Urcete sdruzenou hustotu rozdéleni vektoru (X,Y).
b) Urcete marginalni hustotu fx(z) rozdéleni nahodné veli¢iny X.

¢) Jsou ndhodné veliciny X a Y nezdvislé?

4. Necht m4 ndhodny vektor (X,Y") rozdéleni s hustotou
22 42pzy+y?
) _ o 42pmy4y?

Ixy(z,y) = P 20" na R

a) Urcete rozdéleni ndhodné veliciny X.
b) Jsou ndhodné veliciny X a Y nezdvislé?
5. Ostéparka Anna ma prumeérnou délku hodu 67 m se smérodatnou odchylkou
6 m. Ostéparka Barbora ma prumérnou délku hodu 75 m se smérodatnou od-
chylkou 3 m. Pfedpokladejme, ze délky hodu maji nezavisla normalni rozdéleni.

Spoctéte pravdépodobnost, ze pii jednom hodu hodi Anna dal nez Barbora.
(pfevzaté z [14])
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6. Uvazujme nezdvislé ndhodné veliciny X;, kde X; ~ R(0,a).

a) Necht Y =23%"" | X, Uréete EY a varY.
b) Necht Z = max{Xj, ..., X,,}. Urcete EZ a varZ.

c) Zamyslete se nad vysledky z ¢asti a) a b). Co se lze domnivat o konverg-
nenci nahodnych veli¢in Y a Z pro n — oco?
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Kapitola 4
Limitni véty

., Ve snaze dozvédét se o prirodé co
nejvice moderni fyzika zjistila, Ze
urcité véci nelze nikdy s jistotou
poznat. Mnoho z nich musi vidy
zustat nejistych. Mazimdlné
muzZeme urcit jejich
pravdépodobnost.

—Richard P. Feynman

4.1 Konvergence nahodnych veli¢in

Piiklad 4.1 Viatme se nyni k prikladu 3 ze cviceni [1.3.5. Uvazugme hru, kterd
skonci v daném kole, pokud na toto kolo hry doslo, s pravdépodobnosti é—g. Oznacme
X, = 1, jeslize hra skoncila do n-tého kola (véetné), a X,, = 0 v opacném pripadé.
Skonci hra v konecéném case s pravdépodobnosti jedna?

Reseni:

Ze zadani dostavame:

P(an)lP(XnO)l(?)g)n.

Ozna¢me X = 1, jestlize hra skonéila v koneéném case (tedy pokud existuje n € N takové, ze
X, = 1), a X =0, pokud hra v koneéném case neskonéi. Jelikoz lim, . P(X, = 1) = 1, pak
ziejmé P(X =1)=1a P(X =0) =0.
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Polozme si nasledujici otazky. Je nahodna veli¢ina X z predchoziho prikladu limi-
tou néjaké posloupnosti ndhodnych velicin { X, }? Jak zadefinovat limitu posloupnosti
néhodnych veli¢in {X,,}?

Jelikoz je ndhodna veli¢ina zobrazeni X : {2 — R a zaroven nas v mnoha piipadech
zajima pouze rozdéleni nahodné veli¢iny, mame hned nékolik moznosti, jak limitu po-
sloupnosti ndhodnych veli¢in definovat. Muzeme se naptiklad inspirovat zavedenim
konvergence posloupnosti funkei, viz kap. 14 v [36], muzeme se zamétit na rozdéleni
nahodnych veli¢in a zadefinovat konvergenci pomoci rozdéleni nebo muzeme na pro-
storu ndhodnych veli¢in zavést metriku (napiiklad pomoci absolutnich moment)
a vyuzit myslenku konvergence posloupnosti v obecnych metrickych prostorech, viz
kap. 12 v [36]. Tyto piistupy vedou k ruznym definicim limity posloupnosti ndhod-
nych veli¢in {X,,}.

Zkusme se nejdiive inspirovat bodovou konvergenci posloupnosti funkci, tj. si-
tuaci, kdy f, - fevVee M: f(x) = f(x). V fe¢i ndhodnych veli¢in bychom
dostali vztah Yw € Q : X,,(w) — X (w). Jelikoz ale zmény hodnot ndhodné veli¢iny
na mnoziné nulové miry v teorii pravdépodobnosti vétsinou zanedbavame, budeme
pozadovat splnéni podminky X, (w) — X (w) na mnoziné s pravdépodobnosti jedna,
nikoliv nutné na celém 2. To néas privadi k nasledujici definici.

Definice 4.1 Posloupnost ndhodngch velicin {X,} konverguje skoro jisté k nd-
hodné veliciné X, jestlize existuje mnozina N € F splnugici P(N) = 0 takovd, Ze
X, (w) = X(w), Vw € Q\ N. Pouzivine znaceni X, =% X.

Poznamka 4.1 Predchozi definici muZeme také zapsat ndsledujicim zpusobem:

X, 3 X & P(lim X,(w) = X(w)) = 1.

n—oo

Podivejme se nyni na nasledujici technicky piiklad.

Piiklad 4.2 Uvazujme Q2 = [0,1], F = B([0,1]) a P = u, kde u je lebesgueova mira
na ([0, 1], B([0,1])). Pak (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor.

Oznac¢me s, = Y i, + n-ty édsteény soucet harmonické fady a $, = s,— | s,], kde
|| znaci dolni celou édst ¢isla x. Ddle pak uvazujme My = [0, 1] a pron > 1 oznaéme
M, = [5,-1,3,] pro 5, > 5,1 a M, = [0,1] \ (Sn,Sn—1]) pro &, < §,_1. Jelikoz je
mnozina vSech elementdrnich jevu S intervalem [0, 1], budeme pro elementdrni jevy
pouzivat znaceni x € [0,1] misto w € Q). Zaved'me ndhodné veliciny X,, jako

1, z € My,
0, z € 10,1\ M,.
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S1 S92 8354855

Obrazek 4.1: Na obrézku jsou znazornény mnoziny M ... ¢ervend barva, Ms... zluta
barva, M;s... modra barva, Mj,... zelena barva a Ms... hnéda barva a dédle nahodné
veliciny X, ..., X5.

viz obrdzek [{.1]

Dostaneme X,, ~ Alt(L), jelikoz lebesqueova mira mnoziny M, je p(M,) = +
a vné mnoziny M, nabyjvd ndhodnd velicina X,, hodnoty nula. Poslopnost {X,(z)}
ale nekonverguje pro Zdadny elementdrni jev x € [0,1]. To vychazi z faktu, Ze soucet
harmonické tady je nekonecny, a tedy v kazdé posloupnosti {X,(x)} je nekonecné
mnoho jednicek i nul. Posloupnost ndhodnijch velicin {X,} tedy nekonverquje s.j. k
Zadné ndhodné veliciné.

V predchozim piikladu jsme uvedli posloupnost ndhodnych velicin {X,}, kde
X, ~ Alt(%), ale tato posloupnost nemé (ve smyslu konvergence skoro jisté) limitu.
Pokud bychom se zamérfili pouze na rozdéleni nahodnych velicin X,,, pak limitni
rozdéleni by méla nahodna velicina X, kterd se skoro jisté rovna nule. Lze ale de-
finovat jinou limitu posloupnosti {X,} tak, aby posloupnost ndhodnych veli¢in z
predchoziho ptikladu konvergovala k jiz zminéné nahodné veliciné X a pritom tato
limita musela byt definovana na stejném pravdépodobnostni prostoru? Odpoved na
tuto otdzku nam dava nésledujici definice.

Definice 4.2 Posloupnost nahodnijch velicin { X, } konverguje v pravdépodobnosti

k nahodné veliciné X, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati lim,, . P(|X, — X| > ¢) = 0.
Pouzivine znaceni X,, > X.
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Vratme se jesté k pifkladu . Ozna¢me X ndhodnou veli¢inu (na pravdépodob-
nostnim prostoru (€2, F, P) z tohoto ptikladu), pro kterou plati P(X = 0) = 1. Pak
Ve > 0: P(|X,, — X| > ¢) = =, tedy lim,, oo P(|X,, — X]| > ¢) =0, a proto X, 5 X.

V predchozim textu jsme se dvakrat zminili, ze by bylo mozné zadefinovat kon-
vergenci jen pomoci rozdéleni. Jelikoz je rozdéleni jednoznacné urceno distribuéni
funkci, zavedeme dalsi typ konvergenci pravé pomoci distribu¢nich funkei.

Definice 4.3 Posloupnost ndhodnyjch velicin {X,} konverguje v distribuci k nd-
hodné veli¢iné X, jestlize pro distribucni funkce Fx, (x) a Fx(x) ndhodnijch velicin
Xy, resp. X plati, Ze lim, o Fx, () = Fx(x) v kazdém bodé x spojitosti limitni
distribucni funkce Fx(x). PouZivdne znaceni X, 4 X.

Poznamka 4.2 Nekdy se misto pojmu konvergence v distribuci pouzivd pojem slabd
konvergence, viz [j)].

Pro¢ v predchozi definici nepozadujeme konvergenci lim,, ., F, () = Fx(x)
pro vSechna redlnd ¢isla z, ale pouze pro body spojitosti distribuéni funkce Fx(x),
ukazuje nasledujici ptiklad.

Piiklad 4.3 Uvazujme spojité nahodné veliciny X,, s hustotami

1
fx, () =nz+ n?, xr € [——,0],
n
1
= —nz + n?, x € (0,—],
n
11

Grafy téchto hustot i prislusnych distribucnich funkci pro ndhodné veliciny X, ..., X4
jsou zobrazeny v obrdazku [{.2

Uvazugme situact, kdy jsou ndhodné veliciny X1, Xo, ... definované na stejném
pravdépodobnostnim prostotu (0, F, P) a necht ndhodnd velicina X, kterd je také
definovand na (Q, F, P), spliuje P(X = 0) = 1. Ovérime, ze X,, - X.

Méjme € > 0, pak ¥n > 1/ je P(|X,, — X| > ¢) = 0, jelikoZ ndhodnd veli¢ina X,
nabyjvd hodnout z intervalu [—+, L], Tedy X,, 5 X.

‘n

Posloupnost distribucnich funkci {Fx, (x)} konverguje bodové k funkci

F(zx) =0, z <0,
1

25, QTZO,

=1, x> 0.

74



fX4(33)

fX:a(:C)

FX4(33)
fufw) Pl B
, Fy,(z)
fx () Fx ()
—1 1 —1 1

Obrazek 4.2: Na obrazku vlevo jsou zndzornény hustoty fx,(z), fx,(z), fxs(z) a
fx,(z) ndhodnych velicin X7, X5, X3 a X,;. Na pravém obrazku jejich distribuéni
funkce Fy,(x), Fx, (), Fx,(x), Fx,(x) a limitn{ distribuéni funkce F(x).

Funkce F(z) neni distribucni funkci Zddného rozdélend, nebot neni zleva spojitd v
nule (véta [2.9), ale tato funkce se lisi od distribucni funkce F(z) ndhodné veliciny
X prdvé pouze v bodé nula. Tedy lim,,_,, Fx, (z) = Fx(x) ve vSech bodech spojitosti
funkce F(z) a proto X,, > X.

Poznamka 4.3 Pokud bychom v definici [{.3 poZadovali splnéni rovnosti
lim, o Fx, () = Fx(x) vsude, pak by libovolné spojité nahodné veliciny, jejichz
limitnd rozdélent je diskrétni (¢i md alesponi nespojitou distribucni funkci), nemély
limitu v distribuci.

Piiklad 4.4 Uvazujme nezdvislé ndhodné veliciny X; splnugici X; ~ Alt(p). JelikoZz
maji tyto ndhodné veliciny stejné rozdélent, tedy i stejnou distribucni funkci, kon-
verquji v distribuci k ndhodné veliciné X ~ Alt(p). Na limitni ndhodnou velicinu X
mame pouze poZadavek, aby méla alternativni rozdéleni s parametrem p. Pro kterd
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w € Q wsak plati X (w) = 1 a pro kterd je X(w) = 0, to jiz neni v konvergenci v
distribuct podstatné. UvazZujme tedy ndhodnou velicinu X takovou, Ze je nezavisld s
ndhodnou veli¢inou X,, (pro vSechna n). Méjme 1 > ¢ > 0, pak

P(|X,~X|>¢)=P(X,=1,X =0)+ P(X, =0,X = 1)
=P(X,=1)-P(X =0)+ P(X, =0)- P(X =1) = 2p(1 - p),

tedy {X,,} nekonverguje k X v pravdépodobnosti.

Poznamka 4.4 Zatimco u konvergence skoro jisté a v pravdépodobnosti poZadujeme,
aby ndhodné veliciny X1, Xo, ... a X byly definovdny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru, tento predpoklad strikiné vzato v definici konvergence v distribuci nend.

Posledni typ konvergence, ktery si uvedeme, vychazi v podstaté z myslenky
konvergence posloupnosti v metrickych prostorech. Pouzijeme LP-normu || X]||, =
YE|X|P (pro p > 1), viz kap. 10 v [I8], z ni odvozenou pseudometriku d(X,Y) =
|| X — Y|, a pak myslenku konvergence v metrickych prostorech s touto pseudomet-
rikou.

Definice 4.4 Necht {X,} je posloupnost ndhodnijch velicin a1 < p < co. Pak {X,.}
konverguje podle stiredu stupné p (nebo také v p-té stiredni hodnoté) k nahodné

veliciné X, jestlize lim,_, o, E(|X,, — X|P) = 0. Pouzivame znaceni X, %X,

Poznamka 4.5 V teorit miry se misto pojmu konvergence podle stredu stupné p
pouZiva pojem konvergence v LP.

Poznimka 4.6 Ze je d(X,Y) = ||X — Y|, pouze pseudometrikou a ne metrikou,
plyne ze skutecnosti, Ze d(X,Y) = 0 pro kazdé dvé ndhodné veliciny X,Y , které se
lis7 hodnotami pouze na mnozZiné miry nula. Podrobnéjsi diskusi lze nalézt v kap. 10
v [18].

Uvedme si nyni vétu, kterou pozdéji pouzijeme k ukdzani vztahu mezi konver-
genci v pravdépodobnosti a podle stiedu. Tato véta se nazyva Cebysevova nerovnost
po ruském matematikovi Pafnuty Lvovich Chebyshevovy (1821-1894), i kdyz jeji
autorstvi lze prisuzovat i francouskému matematikovi Irénée-Jules Bienaymé (1796-
1878) [29].

Véta 4.1 (Cebysevova nerovnost) Uvazujme ndhodnou velicinu X na pravdépo-
dobnostnim prostoru (S, F, P).
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i) Méjme r > 0 a necht E|X|" < oo, pak pro kazdé e > 0

E|X|"
P(x| > ¢) < XL (4.1)
67'
ii) Je-li EX? < oo, pak pro kazdé e > 0
X
P(X —EX| >¢) < (4.2)

g2

Dikaz.

E|X|" = /R |z|"dFx(x) > /|> |z|"dFx(x) > 5’”/ ldFx(z) ="P(|X]| > ¢)

|z|>e

ii) Pro ndhodnou veli¢inu (X —EX) a r = 2 dostaneme tvrzeni piimo z nerovnosti

ETl

0

Priklad 4.5 Kolikrdt musime hodit minci, aby pravdépodobnost, Ze se bude relativni
cetnost licu lisit od jedné poloviny o méné nez 0.1, byla alespori 0.95%

Reseni: §
Necht X; = 1, pokud v i-tém hodu padl lic, a X; = 0 v opaéném piipadé. Oznaéme X,, = Z:Tlx
relativn{ ¢etnost licti. JelikoZz ma Y, X; binomické rozdéleni s parametry (n,0.5), je EX,, = p =
0.5 a varX, = @ = ﬁ. Dle zadani chceme uréit takové n, aby platilo

P(|X, —0.5] <0.1) > 0.95. (4.3)
Pouzijeme CebySevovu nerovnost (4.2)).

_ i X,
P(|X, —EX,|>¢) < 22

1

P(|X,, —05|>0.1) < 4

(I 0.5 >0 )—0_12
1
P(|X, — 0. 1) >1— An
(1% =05/ <0.1) 21— 5
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Porovnanim pravych stran posledni ziskané nerovnosti a nerovnosti dostavame

1
An_ < .05
0.12 —
1

_ <
1.012.005 ="
500 < n.

Musime tedy hodit alespon 500 krat minci.

V predchozi ¢asti jsme si ukazali, Ze z konvergence v pravdépodobnosti neplyne
konvergence skoro jisté (priklad a z konvergence v distribuci neplyne ani konver-
gence v pravdépodobnosti, ani skoro jisté (pozndmka . Jaké implikace ale plati
nam fika nasledujici véta.

Véta 4.2 Uvazujme pravdépodobnostni prostor (2, F, P) a na ném definované nd-
hodné veliciny X1, Xs, ... a X. Pak plati:

i) X, 2 X =X, 5 X,

i) X, B X =X, 5 X,

i) pro kazdé p >r > 1 plati X, I x = X, &}X,
w) X, %X =Xx,5 X.

Diikaz.

i) X, >4 X, tedy existuje mnozina N € F splaujici P(N) = 0 takova, ze pro
v8echna w € Q\ N plati : X,,(w) = X (w).
Méjme € > 0 a oznacme A, = {|X, — X| > ¢} , B, = U2, 4 a Be =
Moy Bn ==, Uiz, Ai. Je-li w € By, pak pro kazdé ng € N existuje n > ng
takové, ze w € A, tedy | X, (w) — X(w)| > ¢, a proto {X,,(w)} nekonverguje k
X (w). Z toho plyne, 7ze w € N, tedy B,, C N, a proto P(Bs) = 0.

. _ o <1 _ _
lim P(|X, — X|>¢) = lim P(A,) < lim P(B,) = P(Bx) =0,

tedy X, 5 X.

Poznamenejme, ze nerovnost P(A,) < P(B,) plyne z faktu, ze A, C B, a
rovnost lim,, ., P(B,) = P(By) z lematu .
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ii)

iii)

iv)

Uvazujme nejdifve dvé libovolné ndhodné veliciny Y, Z. Necht € > 0 a z € R.
Rozdélme jev {Y < 2} na dva disjunktni podjevy ({Y <z} N{Z <z +¢}) a
(Y <a}n{Z >x+e}). Jelikoz {Y <z}n{Z<zx+e})C{Z<z+c}a
(Y <z}n{Z >z+¢}) C{|X — Z| > ¢}, dostdvame

{Y<atc{Z<y+etu{|X—-Z]>c¢} (4.4)

Jelikoz vztah (4.4)) plati pro libovolné ndhodné veliciny Y, Z a libovolné x € R,
muzeme aplikaci tohoto vztahu na nahodné veliciny X,, a X dostat nerovnosti
P(X, <)

P(X <z—¢)

P(X <z+¢e)+ P(|X, — X| > ¢),

<
< P(X <z)+ P(|X, — X| > ¢).

Limitnim prechodem pro n — oo dostavame

Fx(x —e¢) < lim Fy, (z) < Fx(z +¢).

n—00

Ptripomenme, ze tato nerovnost plati pro kazdé ¢ > 0. Je-li x bod spoji-
tosti fistribuéni funkce Fx(z), pak z predchozi nerovnosti plyne Fx(z) =

lim,, o Fx, (2), a tedy X, X

Jensenova nerovnost (viz véta 11.2.6 v [33]) nam fika , ze pro kazdou konvexni
funkci f plati f(EX) < E(f(X)). Je-li p > r, pak f(x) = 2?/" je konvexni
funkce, tedy

(E(1X, — X)) = FE(X, — X)) S E(f(1 X, — X[") = E(|X, — X]).

Jelikoz lim,, o E(|X,, — X|P) = 0, plati i lim,, . E(|X,, — X|") = 0, a proto

X, 5 x.

X, Li X & lim,_ E|X,, — X|P = 0. Pouzijeme Cebysevovu nerovnost (4.1)
pro ndhodnou velicinu X,, — X. Pak

E|X, — X
< Z7n

P(|Xn_X|25)_

I

22
tedy z konvergence v L, plyne lim,, ., P(|X, — X| > ¢) =0, a tedy X,, > X.

0
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4.2 Zakony velkych cisel

Piiklad 4.6 Uvazujme nezdvislé ndhodné veliciny X; ~ Alt(p). Pak intuitivné od-
hadneme, Ze
>

X, ==="" Xi — D.

n
Timto zapisem vlastné tikame, Ze pri velkém poctu opakovdni ndhodného pokusu s
pravdépodobnostni spéchu p konverguje relativni cetnost ispésnich pokusi X, k
pravdépodobnosti p.

Je odhad v predchozim ptikladé spravny? A pokud ano, o jakou konvergenci jde?
Na takové otazky nalezneme odpovédi v néasledujicich dvou vétach. Prvni z nich se
nazyva slaby zakon velkych ¢&isel nebo také Cebyseviuv zakon velkych éisel.

Véta 4.3 (Slaby zikon velkych &isel - ZVC)  Uvazujme nezdvislé ndhodné

veliciny X1, Xo, ... spliujici EX; = p < 0o. Necht existuje ¢ € R takové, Ze varX; < c

pro vsechna i = 1,2, .... Pak

X, = —Zzzl 2 L4
n

Diikaz. EX,, = p a varX, = var (31, X;) = 550" varX; < 530 ¢ = £

Dosazenim do CebySevovy nerovnosti dostaneme

var)_(n . — C
ne

o2
tedy lim,, 0o P(|X,, — pu| >¢) =0, a proto X, 5o
O
Piiklad 4.7 Vratme se nyni k prikladu @ Ndhodné veliciny X; splriugi predpoklady
véty (EX; =p avarX =p(l —p) <c=1), tedy X,, > p.
Slaby zakon velkych ¢isel nam tik4, ze posloupnost ralativnich ¢etnosti z piikladu
konverguje v pravdépodobnosti k hodnoté p. Z véty vime, zZe to implikuje i

konvergenci v distribuci. Konverguje ale tato posloupnost k p i skoro jisté? Na tuto
otdzku ndm d4 odpovéd nésledujici véta.

Véta 4.4 (Silny zdkon velkych ¢&isel - SZVC) Uvazujme posloupnost nezavislych
stejne rozdelengch ndhodnyjch velicin X1, Xs, ... s konecnou stredni hodnotou EX;, =
i a konecngm rozptylem varX = o? < co. Pak

— TL ‘XVZ s.17.
X, = —ZZ:I =
n
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Dikaz této véty je hodné technicky, proto ho zaradime az do Apendixu (Cast

51).

Poznamka 4.7 Posloupnost raletivnich éetnosti z prikladu [{.6 tedy konverguje k p
1 ve smyslu skoro jisté.

Poznamka 4.8 Ackoliv ma ndmi formulovany silny zdkon velkijch ¢isel striktnéjsi
predpoklady na nahodné veliciny X;, nezZ jaké jsme pouZili v pripadé slabého zdkona
velkyjch ¢isel, provedeny ditkaz SZVC by beze zmény prosel i s predpoklady z véty @
Tedy s vyuzitim souvislosti mezi konvergenci skoro jisté a v pravdépodobnosti (viz
véeta i)) by nami formulovany slaby zdkon velkijch cisel byl primym disledkem
SZVC.

Poznamka 4.9 Jak slaby zdakon velkych cisel, tak i silny zakon velkiych cisel, se
daji dokdzat za obecnéjsich predpokladi, nez které jsme pouZili ve vétdch[{.3 a[{.4
Napriklad lze ukdzat, Ze ke splnéni silného zdkona velkych cisel staci, kdyz jsou nd-
hodné veliciny X; nezavislé, stredni hodnoty EX; = p; jsou konecéné (ale mohou bijt
2 spliugi 307 2—725 < 00, viz véta 4.6 v [10].

%

ruzné) a rozptyly varX; = o

4.3 Centralni limitni véta

7 poznamky vime, ze soucet Y, X; nezdvislych ndhodnych velicin X; ~ Alt(p)
mé& binomické rozdéleni s parametry (n,p). Pokud bychom ale méli n velké, zjistili
bychom, Ze se rozdéleni tohoto souc¢tu blizi normélnimu rozdéleni. Tento pokus byva
¢asto vizualizovdn pomoci Galtonovy desky, viz obrazek [4.3] které je pojmenovana po
britském matematikovi Frencisi Galtonovi (1822-1911). Tato deska simuluje symet-
rickou ndhodnou prochazku pomoci kulicky, ktera propadava deskou a na kazdé
urovni ma stejnou pravdépodobnost, ze se odrazi doleva ¢i doprava. Vice informaci
o ndhodné prochéazce lze nalézt napiiklad v [26] a [33].

Podobného vysledku dosdhneme i s jinymi nahodnymi veli¢inami X;, napt. X; ~
R(0,1). Na obrazkul4.4|je vynormovany histogram 500 hodnot souctu S,, = ZZ?SP X;.

Jelikoz ES,, = 500 a varS,, = %, zakreslili jsme do grafu i hustotu normalniho
rozdéleni s parametry p = 500 a 02 = %. Jak je vidét, zakreslend hustota pomeérné

vérné kopiruje histogram.

Jak jiz bylo zminéno diive, normélni rozdéleni muzeme nalézt vsude kolem nas.
Ptesné nebo alespon piiblizné ma toto rozdéleni vyska dospélého jedince v homogenni
dobfe zivené populaci [27], inteligencni kvocient 1Q) [12] ¢ krevni tlak [31] a tyto
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Obrazek 4.3: Galtonova deska: Na levém obrézku je znazornéna jedna mozné cesta
kulicky, na prostrednim obrazku jsou vypsany pravdépodobnosti s jakymi dané pozice
kulicka dosdhne, na pravém obrézku je vysledek ndhodné vygenerované cesty 15
kulicek (ke generovani byl pouzit software R).

o

priklady jsou pouze malym vybérem z realnych situaci, kdy se muzeme s normalnim
rozdélenim setkat. Normalni rozdéleni ma své aplikace v biologii, mediciné, psycho-
logii, mechanice, ekonomii, teorii fizeni rizik, genetice, hydrologii, teorii ¢isel, fyzice
a dalsich, viz [I]. Dtuvod, pro¢ se normdlni rozdéleni objevuje tak ¢asto, souvisi pravée
s faktem, ze za pomérné mirnych predpokladu mé soucet vétsiho poctu nahodnych
veli¢in priblizné normalni rozdéleni.

Vétam, které ukazuji, ze soucet vétsitho po¢tu nahodnych velicin mé ptiblizné
normélni rozdéleni, fikdme centralni limitni véty (CLV). Prvni vysledek tohoto
typu se tykal pouze limitniho chovani binomického rozdéleni (viz ivod této kapitoly)
a byl publikovéan v roce 1733 francouskym matematikem Abrahamem de Moivrem
(1667-1754), viz [11]. Obecnéji formulovanou centrélni limitni vétu vsak prvné pub-
likoval az v roce 1810 Pierr Simon de Laplace (1749-1827) [11].

Uvedeme si nejdiive centralni limitni vétu, ktera nese jména téchto dvou zminénych
matematiku a tyka se souctu nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim.

Véta 4.5 (Moivreova-Laplaceova CLV) Uvazujme nezdvislé stejné rozdélené nd-
hodné veliciny X; a necht X; ~ Alt(p). Pak

2 X T AN,
np(1 —p)

Jelikoz je tato véta primym dusledkem obecnéjsi centralni limitni véty, kterou
uvedeme v zapéti, nechame dukaz této centralni limitni véty na pozdéji.
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Obrazek 4.4: Normovany histogram 500 hodnot souctu Zgolo X;, kde X; ~ R(0,1).

Cervené je zakresleha hustota normalniho rozdélen{ s parametry p = 500 a 0 = %.

Véta 4.6 (Lévy-Lindebergova CLV) UvaZujme nezdvislé stejné rozdélené nd-
hodné veliciny X; se stiedni hodnotou EX; = p a koneéngm rozptylem varX; = 0% <

oo. Pak "oy
L X4 N, ),
no?

Dukaz této véty je uveden v sekei [5.4l

Pomoci véty muzeme snadno dokézat Moivreovu-Laplaceovu CLV vétu [4.5
a to nasledovné: Jelikoz X; ~ Alt(p), pak EX; = p, a varX; = p(1 — p). Tedy jsou
splnény predpoklady véty [£.6] a proto

i X TP 4 g v, 1)
np(1 = p)

Vratme se nyni k pifkladu a zkusme ho vytesit pomoci centralni limitni véty.

Priklad 4.8 Kolikrdt musime hodit minci, aby pravdépodobnost, Ze se bude relativni
cetnost licu ligit od jedné poloviny o méné nez 0.1, byla alespori 0.957

83



Resenti: ) ;
Necht X; ~ Alt(1) jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Oznatme X,, = E‘:nl Xi relativni éetnost lict.
Pak hleddme takové n € N, aby platilo

P(|X, —0.5) < 0.1) > 0.95.

Oznacme Z ndhodnou veli¢inu s normovanym normdlnim rozdélenim (Z ~ N(0,1)). Jelikoz EX; =
pu=0.5avarX; = 02 = 0.25, pak z CLV dostaneme:

~ "X om0, ? X, —n-0. q-
P(|Xn—0.5|<0.1):P<’Z’_1 i 05‘<0.1>:P<‘21_1 — 05‘<01 */ﬁ)

n Vn - 0.25 v0.25
~P(Z <02 yn)=@ (02 vn) —®(-0.2-yn)
=20 (0.2-vn) —1

Jelikoz 2® (0.2 - /n) —1 > 0.95, je (0.2 - y/n) > 0.975, a tedy z tabulky [6.1| dostaneme nerovnost
0.2-y/n > 1.96, tedy n > 96.04.

Porovname-li vysledky ptedchoziho ptikladu a téhoz piikladu feseného pomoci
Cebysevovy nerovnosti, zjistime, ze se vysledky podstatné lisf (n = 500 pii fesenf
pomoci Cebysevovy nerovnosti a n = 97 pii vyuziti CLV). Divodem tohoto rozdilu
je fakt, ze pii vyuziti Cebysevovy nerovnosti pracujeme s nerovnosti pravdépodob-
nosti, tj. s jejim odhadem shora, resp. zdola. Proto je n, které takto ziskame znacné
nadhodnocené. V piipadé centralni limitni véty pracujeme s limitnim rozdélenim,
tedy s pribliznou pravdépodobnosti, tudiz je ziskané n blize minimalnimu n, které
mé pozadovanou vlastnost. Jelikoz ale pracujeme s limitnim rozdélenim, nevime,
zda neni minimalni hledané n ve skute¢nosti o trochu vétsi nez to ziskané pomoci
CLV. Pokud provedeme simulaéni studii (napiiklad v softwaru R), pak zjistime, ze
pii n = 500 piiblizne v 0.0006 % pripadu prekroéi relativni cetnost pozadovanou
hodnotu 0.1. Pro n = 97 nastava tato situace priblizné v 4.2 % piipadu a pro n = 96
piiblizne v 5.2 % piipadu. Tedy feseni pomoci CLV nam dala presny vysledek. Pokud
bychom ale pozadovali, aby

P(|X,, — 0.5] < 0.10003) > 0.95,

pak by nam toto feSeni dalo n = 96, ale skute¢né hledané n by bylo stale rovno 97.

4.4 Cviceni

1. Na rodinné farmé se narodi prumérné 8 kurat za jeden den. Predpokladejme,
ze pocet narozenych kurat se ridi Poissonovym rozdélenim. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze se v dubnu narodilo na této farmé vice nez 230 kutrat?
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2. Student matfyzu jezdi kazdy pracovni den do skoly kolem devaté hodiny ranni
a ze Skoly kolem paté hodiny vecerni, pouze v patek student odjizdi ze skoly
jiz kolem druhé hodiny. K cesté do skoly a zpét pouziva linku metra B, ktera
mé kolem devate ranni hodiny i paté odpoledni hodiny intervaly 3 minuty a
kolem druhé odpoledni hodiny mé intervaly 7 minut. Semestr ma 14 tydnu a
predpokladejme pro jednoduchost, ze v kazdy pracovni den semestru probihé
vyuka, na kterou student jel. Odhadnéte pravdépodobnost, ze student stravil
¢ekanim na metro B v daném semestru vice jak 4 hodiny? Reste pomoci CLV.

3. Letecka spolecnost prodava letenky a chce co nejvice usettit. Letadlo Boeing
Nexh Generation 737-900 méa 220 mist, ale vi se, ze zhruba 5 % lid{ se k odletu
nedostavi.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze pokud spolec¢nost proda 225 letenek, nepreséh-
ne pocet cestujicich kapacitu letadla?

b) Kolik muze spoleénost prodat letenek na jeden let, chee-li drzet pravde-
podobnost, ze nepresdhne kapacitu, kolem 90 %?

(prevzato z [14])

4. Plavcik v 1été pomahé tonoucimu prumeérné jednou za dva dny. Jakd je prav-
dépodobnost, ze béhem letnich prazdnin (¢ervenec a srpen) bude poméhat to-
noucimu vice nez 26 krat?
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Kapitola 5

Apendix

, Cisté formdlné by se teorie
pravdépodobnosti dala nazvat
studiem prostoru s mirou, kde mira
celého prostoru je rovna jedné,
nicméné to by bylo jako nazgvat
teorii cisel studiem Cisel s
konecénym desetinnym rozvojem.

“

—Tao Terence

5.1 Diukaz SZVC

Definice 5.1 Necht {A,} je posloupnost jevi, pak limsup,,_,., A, znaci jev, Ze jevy
A, nastanou pro nekonecné mnoho n. Tedy w € limsup,,_, . A, prdvé tehdy, kdyz
w € A, pro nekoneéné mnoho n.

Lemma 5.1 (Borel-Canteliho lemma) Uvazujme posloupnost ndhodnijch jevi
{A,}. Pak plati:

i) Je-li Y0 A, < oo, pak
P(limsup A,,) = 0.

n—0o0
i) Je-li {A,} posloupnost nezdvislyjch jevi a Y .o P(A,) = oo, pak

P(limsup A,,) = 1.

n—oo
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Dikaz.

P(limsup A,) ﬂUA ) < P( UA <ZP

n—o0
n=1i=n

7 konvergence sumy Z;’il A,, dostaneme rovnost lim,, Zfin A; =0, tedy

P(limsup A,) = 0.

n—oo
ii)
(ﬂAC) _%%OP<QAC> —mh_IgOHPAC _%13;01'[1— (A))

=n =N

m— 00

< T —P(A) _ 13 -2t P(A) — .
< 7&1_1}201_[6 lim e 0

Tedy
P(hznﬁs;ipAn) =P (QUAZ) = nh_)r{.loP (UA) = nh_}r{.loP (1 - (UA) )
:JLH;OP<1—ﬂAl> —1—JLI£10P<HA) =1
O
Nyni dokdzeme vétu [4.4]
Dikaz. (Silny zdkon velkych ¢&isel - SZVC)
Dukaz rozdélime do dvou kroku.
1. Ukéazeme, ze posposloupnost n? konverguje skoro jisté k u:
Uvazujme posloupnost ndhodnych veli¢in 5,2 = Zzl X;. Pak s vyuzitim
vety a dusledku |3.11| dostaneme Vari%z = Z?:i X Z_i Déle s pouzitim

Cebysevovy nerovnosti (4.2)) mane

Z <‘— ‘>5>§Zn252<oo.

n=1
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Tedy z Borel-Cantoliho lemma [5.1] i) plyne

P <limsup {‘S—”; — u‘ > 5})
n—00 n

Sh
=P ( —2 — ,u’ > ¢ pro nekonecne mnoho n) =0.
n?
Pak
Sz Sz
P lim #u) < E P — 1| > € pro nekonecne mnoho n | = 0.
n—oo ’[’LQ n2
eeQ+
Tedy % =
N/ konvergence 4 1 ukadzeme konvergenm S o4 7%

Uvazujme pevné k € N, pak existuje n € N takové, ze n? < k < (n + 1)? =

n? + 2n + 1. Ukazme, Ze % — %) bude konvergovat skoro jisté k nule (pro
k — o0). Sp2 S% S% - ?’“ kde vyuZzijeme
nerovnosti k — n? < 2n.
S S, k—n? 2n X +...+X,
2__2 :|Sn2|—§|5n2|'_:2 1+ + 2.
n? k n?-k n4 n3

Jelikoz citatel tohoto Vyrazu roste rychlosti n?, ale jmenovatel rychlosti n?, tak

muzeme psat (1). Podobné ukézeme

S S
Kk

1 1
- %|Xn2+1 + Xn2+2 + ...+ Xk| <O (ﬁ) .

S vyuzitim ptedchozich vysledku dostaneme

Snz_& Snz_Snz Snz_%<0 l |
n? k n? k k k|~ n
tedy
Sn2 Sk END
2 k| 0
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7, nerovnosti

Sk Sk Snz Snz
k k n? nz M
dostavame |% — ,u‘ 1 0, tedy
Sk s.7.
— =
2 K

5.2 Charakteristické funkce

Pii préci s limitnim rozdélenim (napiiklad pri dukazu centrdlni limitni véty), je
popis rozdéleni pomoci distribuéni funkce nesikovny. V techto piipadech je vhodnéjsi
pracovat s charakteristickymi funkcemi, které rovnéz popisuji rozdéleni ndhodnych
veli¢in.

Definice 5.2 Uvazujme ndhodnou veli¢inu X, pak funkci
Ux(t) =Ee™, teR

nazyvame charakteristickd funkce nahodné veliciny X (nebo také charakteristickd
funkce rozdéleni ndhodné veliciny X )

Poznamka 5.1 Charakteristickd funkce W x(t) ndhodné wveliciny X existuje vZdy,
jelikoz je €X omezend funkce.

7 definice je patrné, ze rozdéleni Py nahodné veliciny X jednoznacné urcuje
charakteristickou funkci W x (¢). Nésledujici véta ndm tikd, ze charakteristicka funkce
jednoznacné urcuje distribuéni funkci F'x, tedy i rozdéleni nahodné veliciny X.

Véta 5.2 Necht pro ndhodné veliciny X a'Y plati, Ze Ux(t) = Uy(t), Vit € R.
Pak Fx(x) = Fy(x) Vz € R, tedy ndhodné veliciny X a'Y maji stejné rozdélent.

Dukaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich:

1. kdzeme, ze rovnost charakteristickych funkei W (t) = Wy (¢) implikuje rovnost

stednich hodnot Eg(X) = Eg(Y') pro kazdou spojitou omezenou funkeci g : R — R.
Necht : R — R je spojitd omezend funkce, tedy existuje M € R takové, ze

lg(x)| < M pro vsechan x € R.
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Zvolme 0 > 0 a a,b € R takové, ze P(X € [a+ 6,b]°) < g 1 P(Y €
[a+ 0,b]°) < TG - Lxistence takovych ¢isel a a b plyne z vety [2.3/iii).

Zedefinujeme funkci § nasledujicim zptsobem (viz obrazek .

() = g(), v clasod,
:g(b)-(l—xga>+g(a+5)-$ga, x € [a,a+ d],
=0, r € [a, b

Obrazek 5.1: Graf funkce g (¢ervend ¢arkovand ¢ara). cernou ¢arou je zakreslen graf
puvodni funkce g(z).

Pro vSechna € > 0 existuje polynon p(z) spliujici sup,¢,y [9(2) — p(z)| < 7.

Existence takového polynomu plyne z teorie Fourierovych fad (napfi. str. 897,
dusledek 16.3.7. [24]). Polynom p(z) se nazyva trigonometricky polynom, m&
tvar p(xz) =Y ,_ ckeibz—iakz, kde ¢, € C, a je periodicky s periodou b — a.

Chceme ukazat, ze 0 < |Eg(X) —Eg(Y)| < e.
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[Eg(X) — Eg(Y)| =|Eg(X) — Eg(Y) + E§(X) — Eg(X) + Eg(Y) — Eg(Y)
<|Eg(X) —Eg(X)| + [Eg(Y) — Eg(Y)| + [EG(X) — Eg(Y)]
Eg(X) V) —Eg(Y)]
+ |Eg X) —Eg(Y) + Ep(X) — Ep(X) + Ep(Y) — Ep(Y)|
) V) =Eg(Y)| + [Eg(X) — Ep(X)|
Y (X) —Ep(Y)].

|
ﬁ
3;
_l’_
=
ii

Podivame se postupné na jednotlivé cleny v ziskané nerovnosti. Vyuzijeme vlastnosti

(g(x) = g(x)) = (9(x) — 9(2)) (Lizejatrop) + Lzelaatro)y + Lwelase);
(9(z) = 3(@))lizefasrsp)y = 0,
| () = 9(2) Lzela,aro)) < 2MIjaeiaare)t
— 9(0)Lzearspey = 19(@) Lpearspey < Mzeppey-

[Eg(X) —Eg(X)| = E(lg(X) — 3(X)| - Tixefarssy + Lixeaatrsy + lixelasey)
< ME(Iixeye)) + 2MEpefaarey) < 2MEIxearsbe))

£ g
—oM -P(Xela+db)<2M — " <=
(X €la+,0) < 12(M +2/4) ~ 6

Podobné [Eg(Y) — Eg(Y)| < g.
Nyn{ vyuzijeme vlastnosti: sup,¢i, 4 [9() — p(@)| < §, p(x) je periodicky s perio-
doub—aa g(z) < M naR. Tedy p(r) < M+ $ naR.
[Eg(X) — Ep(X)| = E(|9(X) = p(X)[ - (Lxearaney + Iixeparony))

£
M+ ) (Lixefatspey) + Z]E(]I{Xe[a-i-é,b}})

(
(M ) P(X € [a+6,b]°) +
(a1 + -

IN A

A

> £ +€ 8
12(M +¢e/4) 4 3
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Ep(X) —Ep(Y)| = |E Y ae'™at* —E Y el
k=—n k=—n
= Z ckEeil%rakX — Z ck]Eeib%kY
k=—n k=—n
" 2k - 2k
— U _ U —
3w (§70) - X o (72)

Tedy [Eg(X) —Eg(Y)| < §+ ¢+ 5+ 5 +0 = ¢ Jelikoz tato nerovnost plati pro
vSechna € > 0, tak Eg(X) = Eg(Y).

2. Necht tedy plati rovnost Eg(X) = Eg(Y) pro vSechny spojité omezené funkce
g. Pro @ € R a 6 > 0 zadefinujeme funkci (viz obrazek

gs(x) =0, r<a-—0,
ZEL%LQ’ v €la—0dal,
=1, T > .

Obrazek 5.2: Graf funkce gs(x) (Gerna éara). Cervenou éarkovanou ¢arou je zakreslen
graf limitni funkce Ij o) (7).

92



Takto definovana funkce gs je spojita a navic plati lims_o1 gs(7) = Lja,00) (7). Tedy
s vyuzitim Lebesgueovi véty (str. 28, véta 8.13 v [18]) dostaneme

Egs(X) = ]Ega( ),
Jim Egs(X) = lim Egs(Y),
E lim ga(X) Jm g5(Y),
(H[aoo (X)) = ]E(]I[wo (Y)),
P(X >a)=PY > a),

l1-P(X<a)=1-PY <a).

Z posledni rovnosti plyne rovnost distribuénich funkei Fix (o) = Fy(a).
O
Nasledujici véta, kterou zde uvedeme bez dikazu, ndm popisuje vztah mezi kon-
vergenci v distribuci a bodovou konvergenci charakteristickych funkci. Tuto vétu
véetné dukazu lze pod ndzvem Lévy’s continuity theorem ndlezt na str. 86, v [15],
nebo v [9].

Véta 5.3 Posloupnost ndhodnych velicin {X,} konveruje v distribuci k ndhodné
veliciné X prdvé tehdy, kdyz Uy, (x) — Ux(z), Vo € R.

Poznamka 5.2 Predchozi véta se nékdy wvddi v ndsledujicim znéni. Necht posloup-
nost charakteristickych funkci U, (x) konverguje bodové k funkci V(z) na celém R

a V(z) je spojitd v nule. Pak ezistuje n.x. X takovd, ze X, 4 X a U(z) je charak-
teristickd funkce ndhodné veliciny X . Viz véta 18.1., str. 185 v [F7)].

Nasledujici véta hovoii o derivaci charakteristické funkce.

Véta 5.4 Uvazujme ndhodnou velicinu X. Je-li E|X|" < oo, pak charatkeristickd
funkce VUx (t) md spojitou derivaci aZ do Tadu n a plati

U () = E[(iX)" "],

Diikaz. Dukaz provedeme indukei.
Pro n = 1 dostaneme E|iX e | < E|X| < oo, tedy lze pouZit vétu o zdméneé
derivace a integralu (véta I1.7.18, str 161 v [33]).
0

— _EeitX —F (geitX> — E[(lX)@ltX]

Wx(t) ot ot
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Pokud vztah plati pro néjaké n a E| X |"™ < oo, pak opét E|(i X )" e | < E|X|"T! <
oo, tedy dle véty o zdméné derivace a integralu dostaneme

v(t) = %E[(U()%M] =E (%('X)%M> = E[(iX)"eX].

0

Diisledek 5.5 Méjme nahodnou velicinu X a nechft EX =0 a varX = 02 < oo, pak

242

Uy(t) =1— % +o(82). (5.1)

Diikaz. Tvrzeni plyne z Taylorova rozvoje charakteristické funkce a vété o Peanoveé
tvaru zbytku (str. 376, véta 7.1.11 v [24]).

Uy (t) = Ux(0) + Uy (0)t + ¥ (0) - g +o(t?) =1+E(X)+E(GX)?- g + o(t?)

) " t2 ) 02t2 )
O
Piiklad 5.1 Urcete charakteristickou funkci normovaného normdlniho rozdélent
Reseni:
Necht X ~ N(0,1), pak
Uy (t) = Re™ = Re“‘”- J%efﬁdw = /Rcos(tx) . \/12?e*§dx —Q—i/Rsz'n(tm) . V%efédx
a2 L (=DR(tz) 1 .2
= t 2 d = d
/Rcos( x) me x /sz_o h)! me x
(DR 1 e > (—1)ke2k B X2
= [ 2 dr = R —
,;) Rt kT Ve kzzo (2K)!

.1)2 . . . . . 7’
Nulovost integralu fR sin(tzx) - \/%e’wa plyne z jeho existence a lichosti integrované funkce.

Zameénu nekonecného souctu a integralu lze provést dle Lebesgueovy véty pro fady (véta 8.14,
str. 28 v [I8]). Vyuzijeme-li znalost{ momentu normovaného normdlniho rozdéleni (viz piiklad 5. v
cviceni [2.5]), dostaneme

o oo (_1\ks2k  TTF P
(=3 (-1 EX Z( DR T2, (27 — 1)
k=

P (2k)! ‘ (2k)!
B t2+t4-3 1&6'-5-3Jr _ t2+t4-3 ¢ N
o 2! 4! 6! T 20 4.2 6-4-2 7
t? t2 2 t? 3
O I G
e TR a0 +..=e 7.
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5.3 Momentova vytvorujici funkce

Dalsim zptuisobem, jak popsat rozdéleni ndhodné veliciny je pomoci momentové vy-
tvorujici funkce.

Definice 5.3 Uvazujme ndhodnou velicinu X , pak momentovd vytvorugici funkce
nahodné velic¢iny X je definovand vztahem

MX (t) = EetX’
pro vsechna t € R, pro které je Ee!® < oo.

Poznamka 5.3 Integrdl Ee™ nemusi vidy konvergovat (na rozdil od integrdlu Ee™X,

ktery zavddi charakteristickou funkci).
Nasledujici véta hovoii o vlastnostech momentové vytvorujici funkce.
Véta 5.6 Je-li Mx(t) momentovd vytvorugici funkce ndhodné veliciny X, pak plati:
i) Je-li Mx(T) < 00 a Mx(—=T) < oo pro néjaké T > 0, pak je Mx(t) spojitd na
[—T,T].
it) Je-li Mx(T) < 0o a Mx(=T) < oo pro néjaké T > 0, pak mda Mx(t) spojité
derivace vsech tadi na (=T,T) a M)((k)(O) =EX* Vk =0,1,.... Tedy ndhodnd
velicina X md také konecné viechny momenty EX*.
Diikaz.
i) Pro kazdé t € (=T, T) plati e < max{1,e’™ e 1%}, tedy Mx(t) < oo. Navic
pro s — t z véty o integrovatelné majoranté plati

lsig%MX(s) = lSiLI%EeSX = Elim ™ = Ee'™* = Mx ().

s—t

ii) Ukézeme si nejdiive, ze v kazdém intervalu [—Tp, To] C (=7, T) mé k-ta deri-
vace (e/X)*) integrovatelnou majorantu.

|(6tX>(k:)| — |Xk|6tX _ |X(T_T0)’ketX _ k! . |X(T_T0)|k€tX
(T —Ty)* (T — Ty)F Kl

< % L JXT-T)| | X
— 40
k! _ k! 4T

= TT X (T T°)|H[X20] + T .l X (=T To)|]I[X<O]
k!

< m maX{eTX, €7TX}.
— 40
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Jelikoz Ee™* < 0o a Ee ¥ < oo, tak i E% max{e’™ e ¥} < co. Pak

muzeme dle véty I11.7.18 na str.161 v [33] prohodit derivaci a integrél, tedy

M (1) = E(e™)® = E[x"eX]. (5.2)
Spojitost derivace vyplyvd ze spojitosti funkce g(t) = z*e!® a vété o integrova-
telné majoranté (véta 8.13 str 28 v [1§]), diky které muzeme prohodit integrél
a limitu. M )(? )(O) = EX?* dostaneme dosazenim do vztahu (5.2)).

O

Véta nam fikala, ze rovnost charakteristickych funci uz implikuje rovnost

rozdéleni piislusnych ndhodnych veli¢in. Jak je vidét v nasledujici véte, podobné
vlastnost plati i pro momentové vytvorujici funkce.

Véta 5.7 Necht existuje okoli pocdtku (—0,8) takové, Ze pro kazdé t € (—4,0) plati,
Mx(t) < oo, My(t) < oo a Mx(t) = My(t). Pak maji ndhodné veliciny X a'Y
stejné rozdelend.

Diikaz. Jsou-li Mx(t) < oo a My (t) < oo na (—6,4), pak jsou funkce ¥y (z) = Ee*X
a by (z) = Ee*¥ dobfe definované a holomorfni na mnoziné I (—65) =1z =t+si€C:
t € (0,9),s € R} dle lemma Jelikoz interval (—6,0) mé hromadny bod (kazdy
bod tohoto intervalu je hromadny), pak dle véty plati rovnost ¥x(z) = ¥y (z)
na celé mnoziné I(_s ). Jelikoz interval (—d, §) obsahuje pocatek, tak is € I(_s4) pro
kazdé s € R. Z rovnosti funkei 1 x(2) = 1y (2) tedy plyne rovnost charakteristickych
funkei Wx(s) = Wy (s) na celém R, jelikoz Ux(s) = ¢¥x(si) a Uy (s) = ¥y (si). Tedy
X a'Y maji stejné rozdéleni dle véty [5.2]
O
Podobné jako u charakteristickych funkei 1ze vyvodit konvergenci v distribuci i z
bodové konvergence momentovych vytvorujivich funkei.

Véta 5.8 Necht {X,} je posloupnost ndhodnijch veli¢in a existuje & > 0 takové,
Ze Mx, (t) < oo na (—9,8). Pokud posloupnost momentovyjch vytvorugjicich funkci
Myx, (t) konverguje bodové k funkce M (t) na intervalu (—9,9), pak existuje ndhodnd

velicina X takovd, Ze X, L XaM (t) je momentovd vytvorujici funkce této ndahodné
veliciny na intervalu (=9, 7).

Diikaz. Podobné jako v dukazu predchozi véty si zadefinujeme komplexni funkce
¥x,(z) = Ee** na mnoziné [(_s 4 = (—6,0) x iR.
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Meéjme 0 < b<daK C (—S, 5) x 1R libovolnou kompaktni podmnozinu mnoziny
(=6,0) x iR. Pak pro libovolnd z =t + is € K plati
[, (2)] = [Bet+9%n| < Flet+i9)Xe| = | < Bell¥el < B (5.3)

< My, (0) + Mx, (—9). (5.4)

Ze vztahu (j5.3)) a konvergence posloupnosti { My, (0)} a Mx, (0) plyne stejnomérna
omezenost funkci ¢x, na K, tedy existence konstanty W € R spliujici |¢x, ()] <
W pro kazdé n € N a kazdé z € K.

Jelikoz pro z =t 4+ 0-i € (—4,0) x {0} je ¢x, (2) = Mx, (t) a M, konverguji
bodové na (—4,4), tak jsou splnény piedpoklady véty [5.11] tedy existuje holomorfni
funkce ¢ definovand na (—9,0) x iR takovd, ze ¥ x, konverguji stejnomérné k ¢ na
libovolné kompaktni mnoziné K C (—4,4) x iR.

Ozna¢tme Yy (s) = 1y, (is) a ¥(s) = 9(is) pro s € R. Pak z konvergence
posloupnosti funkei ¢¥x, — 1 na K plyne konvergence charakteristickych funkeci
Uy, — W na R. Ze spojitosti funkce ¢ (je holomorfni), plyne spojitost funkce W.
Tedy dle véty (respektive poznamky existuje nahodna velicina X takova, ze
X, A Xal je charakteristickou funkci této nahodné velic¢iny.

Ukéazeme, ze momentova vytvorujici funkce Mx () je dobfe definovana (kone¢na)
na (—9,9). Uvazujme pevné t € (—=4,d), A > 0 a zadefinujme funkci g tak, aby

g(z) =1, ze[—A, A,
=0, reR\ [-24,24],

g(x) €10,1],Vz € R a g(z) byla spojité direrencovatelnd na R. Pak

/ ! e dFy (z) < / g(z) - e®dFyx(z)

—A R

< /Rg(x) e"dFx(z) — [ g(x)-e®dFx, (z)| + /Rg(x) e dFy, ()

g(x) - e"dFx, ()| + Mx, (t)

—

< /R o(x) - APy (z) —

< | [ 9@)- eap(@) = [ o) Py, (@) + 50 M ),

R n>1

7 konvergence X, -5 X dostaneme | [z 9() - e"dFx(z) — [, g(z) - e"dFx, (z)| = 0,
tedy

A
/ e dFx(x) < sup My, (t) < .

A n>1
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Jelikoz tato nerovnost plati pro kazdé A € R, tak

Ma(t) = [ e*aFx(e) < sup My (6 < o
—00 n>1
tedy je funkce M (t) dobfe definovand (konecéna). .

Nyni zbyvé ukazat, ze M(x) = Mx(z) na intervalu (—9,9). Oznacme (z) =
Ee*X. Jelikoz 1 (is) = ¥(s) = 1 (is) na R, tak dle véty plati rovnost ¥ (z) = 1(z)
na I(_ss). Tedy pro kazdé ¢t € (—0,6) dostaneme

Mx(t) = (t) = lim v, (1) = lim My, (t) = M(0)

O

Porovnejme si véty a Zatim co u prvni véty je mezi bodovou konver-
genci charakteristickych funkci a konvergenci v distribuci ekvivalence, u druhé véty
"pouze” konvergence momentovych vytvorujicich funkci na néjakém okoli pocatku
implikuje konvergenci v distribuci. Nasledujici piiklad ukazuje, ze konvergence v dis-
tribuci skute¢né obecné konvergenci momentovych vytvotrujicich funkei neimplikuje.

Priklad 5.2 Uvazujme nahodné veliciny X,, s hustotou

Jx (@) = 2arctg(n2)7-l(1 + n2x?)’ z € (=n,n),
=0, r € R\ (—n,n).
Tedy distribucni funkce nahodné veliciny X,, mad tvar
Fx, () =0, x<—n,
1 arctg(nz
= 5 ﬁg((n?))’ —n<z<n,
=1, T > n.

Pak
lim Fx, () =0, z<0,

n—o0

=1, x>0.

Tedy X,, konverguje v distribuci k ndhodné veli¢iné X , pro kterou plati P(X = 0) = 1.
Pro momentové vytvorujici funkce dostaneme

n

Mxn(t)—/ el dx

_,  2arctg(n?) - (1 + n2x?)

< el /n . dr = el'l" < o
_,, 2arctg(n?) - (1 + n2z?) ’
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tedy Mx, (t) je definovand na celém R.

My, (1) = / n

d
_,  2arctg(n?) - (14 n2z?) ‘

2

— [ N —————dr=—— en ——
— 2arctg(n?) Jo 1 + n2ax? 2arctg(n?) J, 1+ Y

1 /n |t|3 3 1 B |t|3 /n2 y3 p
— 2arctg(n?) Jo  3In? 1442 V= 12arctg(n?) J, n3(1+y?) Y

n2
12n3arctg(n?) J, 1+ y?

n4
P = dIn(1 + )
12n3arctg(n?)

Z tohoto omezeni dostdvame lim,, ..My, (t) = 0o, pro t # 0.
X, tedy konverguje v distribuci k X, Mx, (t) jsou definované na celém R, ale
posloupnost My, (t) konverguje k Mx (t) pouze prot = 0.

Priklad 5.3 Urcete momentovou vytvorugici funkci n.v X ~ Bi(n,p).

ResSeni:

- éetk <Z>p’“(1 —-p)"F = g:l (Z) (e'p) A —p)" ' =(e'p+ (1 —p)"

Piiklad 5.4 Urcete momentovou vytvorujici funkei n.v X ~ N(0,1).

Reseni:

Mx (1) /em ! e Fda /—1 =3y / - s
X - . = == .
R V2T R V2T V2

5.4 Diukazy centralnich limitnich vét

Pomoci charakteristickych funkef nyni dokdzeme vétu [4.6]

Diikaz. (Lévy-Lindebergova CLV)

Oznacme S, w ay; = X =L Pak S, ZZ 1 Y;, ndhodné veliciny Y;
jsou nezavislé a pro jejich charakterlstlckou funkei plati dle dusledku [5.5| rovnost

2

Wy () =1 o+ o).
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Tedy

\I/Sn(t) = EeitSn — Eeitzg;lyi )

HT] B HEY - Zﬁ‘l’““)
ﬁ(l——+ot2)) (1_%“@2))”'

=1

Rovnost E [T, €] =[], Ee™* plyne z véta Urceme limitu lim,, o, ¥g, (t).

n—00 n—o00 on n—00

elimnﬁoo n-ln <1, ﬁJro(tz))

t2 " n-n 7£ 0
lim W, (t) = lim <1 — — +o(t? )) — lim M(1mmre)

_£
=e Z.

ﬁ. Tedy dle véty

O
Ukazeme si jesté jeden dukaz Moivreovi-Laplaceovi centralni limitni véty, ten-
tokrat pomoci momentovych vytvorujicich funkei.

. X; . SN
Diikaz. (véta |4.5) Oznacme S, % a urc¢eme momentovou vytvorujici
np(1—p

funkei této ndhodné veliciny (podobné jako v piikladu .

Necht Z ~ N(0,1), pak z prikladu vime, ze Wy(t) = e~
d
S, — Z.

»

—tnp

k—np
Ms, e¢m1p() 1 —p)"* = e Verti-n ewwlp() 1 —p)nk
;; » (1 —p) kz; » “(1-p)

—tn k
= 6Vnp(1pp Z (p) (p . evnpzl—p)> (1 —p)n_k

—tnp

n t(1—p) —t n
= e Vnp(1-p) (p e\/np(l P 41 _p) — (p . e\/np(lp—p) + (1 _p)e\/np(lp—p)>

Urcime limitu posloupnosti funkei Mg, (¢). K tomu vyuzijeme nésledujici Taylorovy
rozvoje.

HLe t(1 - t?(1 — p)? 1

np(1—p) 2np(1—p) n

= —t t*p? 1
eVnr(l-p) = 1 4+ P + p +o(—).

np(1—p) 2np(l—p) n
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Dostavame

—l-p —=tr__ t(1 — t2(1 — p)?
peVrrt-n 4 (1 — p)e\/m —p |1+ ( ) + ( p) +
np(1—p) 2np(l—p)

_tp t2p2 1
+1-) (1 * np(l —p) - 2np(1 _P)> +0(5)
A=y p(-p) 1 1
=L+ ooy Yo TG = 1T g Tl

Tedy

. : t? 1L\" 2
Jim M 0= Jim (14 57 +o) ) =%

q 2 . 2. . e . .
Jelikoz Mg, (t) — ez na celém R a ez je momentova vytvorujici funkce ndhodné

veliciny X ~ N(0,1) (viz pitklad [5.4), pak dle véty 5.7 S, % X.
O

5.5 Komplexni funkce komplexni proménné

Definice 5.4 Uvazujme komplexni funkce komplexni promenné f : C — C, kterd je
definovand na néjakém okoli bodu zy € C. Existuje-li limita

f(z) — (%)

)

lim
T—20 Z— 2y

nazyvd se jeji hodnota derivact funkce f v bode zy.

Definice 5.5 Funkce f : C — C je holomorfni v bodé zy € C, jeslize md derivaci
v néjakém okoli tohoto bodu.
Funkce je holomorfni na mnoziné, je-li holomorfni v kaZdém bodé této mnoZiny.

Lemma 5.9 Necht Mx(t) je koneénd na néjakém intervalu (a,b), pak komplexni
funkce ¥(z) = Ee*X je dobre definovand a holomorfni na mnoZiné Tapy == {2z =
t+siecC:te(ab),seR}.

Diikaz. Ze je funkce ¥(z) dobie definovand na I(, 5 plyne z omezen{

(t + si)| = [Ee®DX| < E[e¥]e¥|| = E[e'¥] = M ().
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Necht zg = to + isp € I(4p). Cheeme ukdzat, ze ¥'(zp) = E[Xe®*], tedy ze

lim —¢(z) — (=) —E[Xe*¥] = lim E [—er —et

Z—20 Z— 20 Z—20 zZ— 20

— XeZOX] =0.

Necht |z — z| < 4, pak

22X 20X (z—20)X _ 1 _ _
e 07 x| _ | x® 1—X(z—2)
zZ— 20 zZ — 20
(z—20) X)k
. zonk 0 TR 1_X(Z_ZO)
Z— 20

kl > k—
- e o B ey P
k=2 ’

toX |5X|k ' ptoX 51X t+O)X | (t—6)X
<e !X!Z | X[/ <X (e e ).

Zvolme ¢ takové, aby t + 8 € Ijap) it — 0 € Ijap), pak E[X|(eH)X 4 t-9X) <« o0
(viz dukaz véty [5.6] ¢dst ii)). Tedy dle véty o integrovatelné majoranté plati

er _ ezoX er _ ezOX
ImE | ———— — X | =E | lim ———— — Xe*¥
z—20 Z— 2 220 Z— 20

(z—20)X __ 1
—E {ezoX im & . x— XezoX} —0.

=z (2 — 20)X

Ukdzali jsme, Ze pro libovolné zy € I(,p) existuje ¢/(z) = E[Xe™¥], tedy je 1(2)
holomorfni na I, ).
O

Véta 5.10 (O jednoznaénosti) Necht f a g jsou holomorfni funkce na souvislé
oteviené podmnoziné L € C. Necht D C L je nekonecénd podmnoZina L, kterd md
hromadniy bod a necht ddle f = g na L. Pak f = g na celé mnoziné D.

Véta 5.11 (Vitali’s convergence theorem) Uvazujme posloupnost holomorfnich
funkei { f,} definovangch na mnoZiné L a necht ddle plati.

i) {fu} jsou stejnomérné omezené a libovolné kompatuni podmnoziné K C L.

ir) {fn} konverguji bodové na néjaké nekonecéné mnoziné D C L, kterd md hro-
madny bod.

Pak existuje holomorfni funkce f definovand na L takovd, Ze {f,} konverguje stej-
nomérné k f na libovolné kompaktni mnozine K C L.
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Kapitola 6

Reseni

6.1

,» V Zddném jiném oboru
matematiky neni pro odborniky tak
snadné chybovat jako v teorit
pravdépodobnosti.

—Martin Gardner

Reseni cviceni 1.2.4

6543 _ 5
61— 18’

31 _ 1

61 — 16

moznosti, jak dostat soucet Sest, jsow: 1 +1+1+3a2+2+1+1 (az
na poradi). Prvni soucet lze dosdhnout ¢tyimi zpusoby, druhy sesti. Tedy

P(A) = D+E) _ 10

64 — 64
oznacme (S = k) jev, ze soucet ¢isel bude k, a déle oznacme A° jev, Ze
soucet bude pét & méns, pak P(A°) = P(S =5)+ P(S =4) = g + g1,
tedy P(A) =1 — P(A°) = €55

64

oznacme A° jev, Ze nepadne zadné Sestka, pak P(A¢) = g—i, tedy

P(A) = 95

JOHREEE



4.

=

(n—1)!
n!

a) Oznacme A; jev, ze i-ty dopis bude ve spravné obélce, pak P(A;) =
P(A;NA;) = 2 5o i # j atd. Pak

n!

- (0]

= ZP(Ai) =) P(ANA) + ..(=)"P(() A)

i<j i=1
(n—1)! n\ (n —2)! n\ (n—3)! 1
=n——7> — ~ =7 - . —1)vtH =
" n! 2 n! + 3 n! +(=1) n!
1 1 1
_ - - _1\n+1_
BETRE] (=1) n!
— ( 1)i+1l.

[e.e]

St £ (£
() e

=0

a) Nejdiive vybereme k cestujicich, kteii budou v prvnim vagénu. To lze
udeélat (l’;) zpusoby. Ostatni cestujici rozdélime rovnomérné nahodné do

™Y (n— r—k
dalsich vagénu. P(A) = WTU Toto rozdéleni se nazyva binomické

rozdéleni (s parametry r a %), coz je dobre vidét, pokud si hledanou prav-
dépodobnost zapiseme ve tvaru P(A) = (}) - (l)k : (”—_1)T_k.

(n—1)"

b) Oznacme A; jev, Ze i-ty vagén bude prazdny, pak P(4;) = -,
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P(A;NAj) = (”;,.Q)T proi#j .., a
P(A) =P <O Ai> = Xn: P(4;) — Z P(ANA)+ ...+ (—1)"+1P(ﬁ Ay
=l ;ﬂly - @ . ;rz)r + (=)0

lim R e — lim n
n,r—00,r /n—\ nr n,r—00,r /n—\ (TL — 1)

r 1 no
= lim L . lim o
n,r—00,r/n—A\ (TL — ]_)k n,r—00,r/n—\ n
N r(r—1)..(r—k+1) L AF

= e l = .
¢ n,r—)og,f}/n%)\ (Tl — 1)kk' € k!

Poznamenejme, ze toto limitni rozdéleni se nazyva Poissonovo (s parame-
trem ).

a) Jednotlivd rozdéleni r tisicikorun do n obdlek lze popsat pomoci uspors-
dané (n + r — 1)-tice prvku, kde r prvku je jednoho typu (tisicikoruny)
a n — 1 prvku druhého typu (hranice oddélujici jednotlivé obélky), viz
obrézek . Pocet vsech moznosti je tedy (TJ:_LII) Pocet priznivych jevu

je (T+Z:2_2), tedy vyslednd pravdépodobnost je

)

P(A) = =~
NGy



I. Obalka Il. Obalka 1. Obalka IV. Obalka

N - N ~
// \ s N // \ // \
/ \ / \ / \ / \
\ . ° 4 I\ ° ° o | X | . . 4 | . . |
\ / . / \ / \ /
N / N / N 4 \ 4
~ 4 ~ - ~ 4 ~ 7

Obrazek 6.1: Jednotlivé obalky jsou znézornény carkovanou carou, tisicikoruny
cernym puntikem a kiizek oznacuje hranici mezi obalkami.

b)
()
P(A) - 'rnn— '
()
c)
r+n—k—2 o | B o
lim (TZT_:) _ lim (r+n k‘ 2).(71' 1).7“.'
nomend (TH) T mrseeion (0 — Dl(n — 21 — k)!

_ (n—1r-..(r—k+1)
= lim
n,r—>oo,£—>)\ (T‘+TL—].)(T‘+TL—]€—1)
k-1

n—1 r—1
= lim
n,r%oo,%ﬁ)\’f’ﬁ—n—ll_‘[?”—i—n—z—l’

k—1 .

. n—1 . r—1
= lim S H lim _—
n,r—)oo,%—)x\ r+n—1 0 n,r—>oo,%—>)\ r+n—2—1

IR G0.S A
COAFL\ANEL) (AR DR
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7. Usecku AD rozdélme dvéma body B a C na tii ¢asti a oznacme x délku usecky
AB a y délku tsecky AC. Aby bylo mozné z takto vzniklych tsecek sestrojit
trojuhelnik, musi byt min{z,y} < i, |y — 2| < L a | — max{z,y} < L. Tedy
prostor vech moznych jevi je popsdn ¢tvercem [0,1]* a oblast pifznivych jevi

nerovnostmi nahofe (na obrdzku[6.2|zndzornéna ¢ervené). Proto || = [2, |A| =

(%)Q,atedy
1
///_\\ ;7 \\\
/ A \
A B/, C 'D

Obrazek 6.2: Ctverec vyznacuje mnozinu vsech jevii, které mohou nastat, éervené
vyznacena oblast oznac¢uje mnozinu dvojic bodu, které rozdéli tsecku tak, aby Sel
sestrojit trojuhelnik.
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8. Uvazujme kruznici o poloméru R > 0.

I. Vyuzijeme toho, ze kazda tétiva je jednoznac¢né urcena dvojici bodu na
kruznici. Zvolime-li prvni ndhodné, pak druhy musi lezet v nejvzdéalenéjsi
tfetiné kruznice (viz obrézek , oblast vyznacend ¢ervené). Tedy € je
reprezentovano celou kruznici a oblast pfiznivych jevu jednou tfetinou
kruznice. Pak [ = 27 R, |A| = 2E a

II. Kazda tétiva je také jednoznacéné urcena svym stiredem (az na situaci, kdy
stied tétivy lezi ve strédu kruznice; tento jev ma ale nulovou pravdépodob-
nost a lze ho tedy pfi vypoctu zanedbat). Jelikoz kruznice vepsand uvazo-

vanému trojuhelniku méa polomér %, oblast priznivych jevu je popsana
body uvniti této mensi kruznice (viz obrézek [6.3). Proto |Q| = wR?,
A = 4
1
P(A) = -
(4) =1

ITI. Kazd& tétiva je rovnéz uréena vzdalenosti od stredu a tdhlem, ktery svira
s osou z (na obrazku uvazujeme pro jednoduchost kruznici se stfedem v
pocatku soustavy souradnic). Jelikoz o délce tétivy rozhoduje pouze jeji
vzdalenost od stfedu a na ihlu otoceni tato délka nezavisi, lze €2 popsat
pomoci bodu v intervalu [0, R], oblast pziznivych jevu intervalem |0, g], a

tedy

I kdyz se na prvni pohled zda, ze jsou tato feSeni ve vzajemném rozporu, neni
tomu uplné tak. Problém je v nejednoznacnosti zadani této tlohy. Kazda z
uvedenych variant prezentuje jednu z moznosti nahodnych voleb tétivy, ale tyto
moznosti nejsou stejné a to vede k ruznosti vysledku. Uloha je tedy nepfesné
zadéna. Proto nelze ani jednu z prezentovanych variant feseni oznacit za lepsi
¢i spravnéjsi, pokud predem nekonkretizujeme zadani tlohy.

9. Uvazujme pouze parketu, ve které lezi ten kraj jehly, ktery je vice vlevo (viz
obrézek 6.). Pak je poloha jehly jednoznacéné (az na vertikalni posunuti, které
pro nas neni podstatné) urcéena vzdalenosti levého krajniho bodu jehly k pravé
spare (na obrazku vzdalenost oznacend jako x) a natoCenim jehly od ho-
rizontélni osy (na obrazku thel «). Je-li tedy rcos(a) > x, pak jehla za-
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Obrazek 6.3: Levy obrazek: Prvni ndhodné zvoleny konec tétivy oznac¢ime A, pak
je oblast pfiznivych jevu oznacena cervené. Bod B je druhy ndhodné zvoleny ko-
nec tétivy (ta je vyznacena ¢erchovanou ¢arou). Rovnostranny trojihelnik vepsany
kruznici je vyznacen ¢arkované.

Prostiedni obrazek: Bod S vyznacuje stied tétivy (tétiva je vyznacena
¢erchovanou ¢arou). Oblast pfiznivych jevi je vyznacena Cervené.

Pravy obrazek: Znaceni je podobné jako u predchozich obrazku. Pti konkrétni volbé
uhlu « je mnozina stiedu tétiv uréena useckou délky R. Polovina tsecky (vyznacena
cervené) urcuje tétivy delsi nez délka strany trojihelnika vyznaceného éarkovanou
carou.

sahuje 1 do vedlejsi parkety (protind pravou sparu nami zobrazené parkety).

V opacném piipadé lezi cela jehla na jedné parketé. Tedy Q =[5, 7] x [0, 1],

kde prvni soufadnice popisuje tihel natoceni jehly od horizontalni osy (a) a
druhé soutadnice popisuje vzdalenost levého okraje jehly od pravé spary (z).
Mnozina piiznivych jevu je v obdélniku [—%, 2] x [0, [] shora omezena grafem

272
funkce r cos(a) viz obrézel [6.5] Tedy

_gz r cos(a)do
P(A) = J 3 2

7l Tl

10. Dtikaz tvrzent [L.1k

i) Nezdpornost P(A) plyne z bodu ii) v definici Pokud by P(A) > 1,
pak P(Q) = P(A) 4+ P(A°) > 1, a tedy bychom dosli ke sporu s bodem i)
v téze definici.

ii) Jelikoz B = (B\A)UA, pak P(B) = P(B\A)+P(A),atedy P(B) > P(A)
z nezépornosti pravdépodobnosti (bod i) v definici [L.4).
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Obrazek 6.4: Zobrazeni jehly na podlaze. x popisuje vzdalenost levého krajniho bodu
jehly od pravého okraje parkety, « je ihel otoceni jehly od vertikdlni osy.

Obrazek 6.5: Prostor €2 s vyzna¢enim mnoziny piiznivych elementarnich jevu
(Cerveneé).

iii) Plyne pifmo z bodi i) a iii) v definici [1.4]
iv) Jelikoz A = (A\ B)U(ANB) ajevy (A\ B), (AN B) jsou disjunktni, pak
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P(A) = P(A\ B) + P(AN B). Podobné P(B) = P(B\ A) + P(AN B).
Jev AU B rozdélime na tii disjunktni jevy A\ B, AN B a B\ A, tedy

P(AUB)=P(A\ B)+ P(ANnB)+ P(B\ A)
P(A)— P(ANnB)+ P(ANB)+ P(B)— P(AN B)
P(A)+ P(B) — P(AN B).

v) Je-li A C B, pak jevy A a B\ A déli jev B na dva disjunktni podjevy a
tedy P(B) = P(B\ A) + P(A).

6.2 Reseni cviceni 1.3.3

1. a) Oznacme A jev, ze padla Sestka, a B jev, ze soucet je osm. Jev B je tvoren
elementarnimi jevy (2,6),(3,5),(4,4),(5,3) a (6,2), kde (4,7) znadi jev,
7e na prvnf kostce padlo i a na druhé j. Tedy P(B) = 2, P(ANB) =

367

b) P(A) = 4. Jelikoz P(AN B) = & # 5t - 2 = P(A)P(B), nejsou jevy A
a B nezavislé.

2. P(A) = P(B) = P(C) = 3, PIANB) = P(ANC) = P(BNC) = 1 a

P(ANBNC)=P(ANB) = 1. Tedy jevy A, B a C nejsou nezavislé, ale jsou
po dvou nezavislé.

3. 1. Oznacme A; jev, ze v i-tém hodu padne soucet 5, a B;, ze v i-tém hodu
padne soucet 7. Pravdépodobnost, ze v i-tém kole bude hra ukoncena a
padne soucet 5, je

i—1 i=1

P(A;) [[(1-P(A;UB))) = P(A) [ [(1-P(A;)-P(B;)) = % (1 - %) -

j=1 j=1
Tedy pravdépodobnost, ze hra bude ukonc¢ena hodem se souctem 5, je
D R
— 36 36 361 — % 5
II. Druhy zpusob feseni: Ozna¢me A jev, ze v daném kole padl soucet 5, a B

jev, ze padl soucet 7. Jev AU B tedy oznacuje jev, ze v daném kole hra
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skoncila. Pak

P(AIAUB) = P(AN(AUB)) P4 :i:%

P(AUB) P(A)+P(B) L

Abychom tuto pravdépodobnost mohli povazoval za hledanou pravdépo-
dobnost, potfebujeme ovérit, ze hra skonc¢i v konecném case s pravdépo-
dobnost{ jedna. Oznacme C; jev, Ze hra neskoncila do i-té¢ho kola vcetné,

pak P(C;) = (£)', tedy lim; o P(C;) = 0.

4. Oznaé¢me A jev, ze nahodné vybrana osoba méa dlouhé vlasy, a B jev, ze
nahodné vybrand osoba je chlapec.

I Pak P(B) = L P(B°) = &, P(A|B) = L a P(A|B) = &
a)
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A| B°)P(B) = % + % _ 13—010
b)
P(ANBY)  P(AB)P(B) 24

PB4 = P(4)  — P(A) " 3r

II. Uloha se d4 fesit i graficky:

Z obrazku[6.6| (vlevo) vidime, ze pravdépodobnost vybéru osoby s dlouhymi
vlasy je P(A) = 0.24+0.07 = 0.31 a pravdépodobnost vybéru dlouhovlasé
divky je 0.24. Pravdépodobnost P(A|B°) je tedy P(A|B) = 5125 = 51-
Nékdy je pro studenty piijemnéjsi nasledujici varianta feseni. Uvazujme,
ze by ve tiidé bylo 100 studentu. Pak dostaneme ze zadani nasledujici
rozdéleni do skupin (obrézek [6.6| vpravo). Déle postupujeme stejné jako v

predchozim TeSeni.

5. Oznacme A; jev, ze profesor zapomene destnik v i-tém obchodé. Pak

P(Ay) = P(As|Af) = P(A3]A5, AS) = P(A4|AS, A3, A5) = 1. Poznamenejme,
ze AS znaci jev, ze v i-tém obchodé profesor destnik nezapomene. Vyuzijeme
toho, ze Ay C (A§ N ASN A§) (aby mohl profesor destnik zapomenout v po-
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chlapci
dl. vlasy

chlapci
kr. vlasy

divky
dl. vlasy

divky
kr. vlasy

Obrazek 6.6: Levy obrazek: Grafické teseni s pravdépodobnostmi.
Pravy obrazek: Grafické feseni s rozdélenim uréitého poctu (v tomto piipadé 100)
studentu do skupin.

slednim obchodé, tak ho tam musel donést).

P(A4) = P(Ay N (AN AN AS)) = P(A]AS N AS N A P(AS N AS N AS)
P(Aq|AT N A5 0 A3) P(A3]AT N A3) P(A5|AT) P(AT)
= P(AfAT N A3 0 AZ)(1 — P(A3] AT N AY)) (1 — P(A2]A7))(1 = P(A1))
1
4

P(A
P(A4A UA; U A3 U Ay) = P(A; U Ai U4243 U Ay)
_ P(Ay)
P(A1) + P(As) + P(A3) + P(Ay)
3 % 3°

Pl+i+i+)

el L
—

|

[

6. Oznacme A;, i = 1,2,3, jevy, ze v i—tém trezoru je odména, pak P(A4;) = %
BUNO predpokladejme, Ze jsme na zacatku zvolili trezor ¢islo 1, a ozna¢me B;,
i = 2,3, jevy, Ze je poté otevien i-ty trezor (ktery je prézdny). Je-li odména

v nami zvoleném trezoru, pak muze byt otevien libovolny ze zbyvajicich dvou
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trezorti. Ani jedna z téchto variant nen{ preferovand, a tak P(B;|A;) = 3.

Jelikoz P(B;|A;) = P(f(;sl) a P(A;) = 3, tak P(4; N B;) = . Je-li odména
v i-tém trezoru, ¢ = 2,3, pak nemuze byt po prvni volbé otevien a musi byt
otevien trezor zbyvajici, proto P(A; N B;) = 0 a P(Bj|A;) = 1 proi # j =
P(A;NBj)=1proi=23ai+#j.

Jelikoz jsou jevy Ay, Ay a Az disjunktni a dohromady pokryvaji cely pravdépo-
dobnostni prostor (jsou v nich obsazeny vsechny mozné vysledky pokusu), je
P(B;) =37 P(AjNB;) =% +0+4% =1 Pak

P(A,NB;) L 1
P(A1|Bi):%:%:§,
? 2
P(A:NB) + o2
P(AJ|B1):%:%:§J 27&]7
? 2

tedy i po otevieni prazdného trezoru zustane pravdépodobnost vyhry pro prvné
zvoleny trezor stejna, ale pro zbyvajici trezor je dvojnasobnd. Zména trezoru
se tedy vyplati.

Ulohu lze Fesit i graficky. Pouzijeme stejné znaceni jako v predeslém reseni. Pak
dostaneme nésledujici obrazek (obrazek [6.7)).

Z oblrzizlmvidl'me7 ze v piipadeé otevieni druhého trezoru (Cervené vyznacené
piipady) je dvakrat vétsi sance, Ze je vyhra ve tFetim trezoru, nez ze je v prvnim
trezoru (ktery jsme na pocatku vybrali).

. Zavedeme si nasledujici znacent: (1,21) je jev, ze z prvni zdsuvky vytdhneme
prvni zlatou minci, podobné oznac¢ime dalsi elementarni jevy (1,z2), (2,2),
(2,5), (3,51) a (3,s2). Prvni ¢islo vzdy znaci, z jaké zasuvky bylo tazeno, a
s a z, znaci tazeni stiibrné, resp. zlaté, mince. Oznacime-li jev , byla tazena
sttibrnd mince” pismenem S a jev ,,v zasuvce zbyla zlata mince” jako jev A,

pak
P(ANS P({(2 1
P(A|S) = ( ): ({(2,5)}) _ 2
P(S) P({(27S)7(3781)7(3782)}) 3
Ulohu lze fesit i graficky (obrazek m) Pouzijeme znaceni I; ... vybrali jsme
i-tou zasuvku, Z ... vytahli jsme zlatou minci a S ... vytahli jsme sttibrnou
minci. Pak

_ P(AnS) PL,NnS) 5 1
PAIS) == = 7 Fs) T )
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Obrazek 6.7: Grafické teseni Monty Hallova problému: Uvazujeme situaci, kdy si
soutezici na zac¢atku zvoli prvni trezor. A; znaci jev, ze je vyhra v i-tém trezoru, a
B; jev, ze moderator oteviel i-ty trezor (ktery musi byt prazdny).

! 1

2,7 \f p1 1
1 1 1 1
6 6

Obrazek 6.8: Grafické teseni ulohy o zasuvkach: I; znadci jev, ze byla vybrana i-ta
zasuvka, a S a Z jevy, ze byla vytazena stiibrna, resp. zlatd mince. PovSimnéme si,
ze grafické feseni tloh 7. a 8. je stejné (az na znaceni jevu).



8. Oznacme jevy
1. A = ,1idi¢ pozil alkohol,
2. H = ,ridi¢ zpusobil nehodu.“
Pak mame P (A) =0.01 a P (A|H) = 0.1. Tudiz

P (H|A) - P(A)
0.1 =P (A|H) = _
(A1H) P(H|A)-P(A)+ P(H|Ac) - P (A°)
B P (H|A)-0.01 B 1
B . c) . o P(H|A® :
P (H|A)-0.01+ P(H|A?)-0.99 14 PUHIA) gg
A vysledek je
P(HIA) _ |,
P(H|A)

9. OznacCme jevy
A = “kapitan se dozil duchodu,”
B = “kapitan zazil ztroskotani.”

Pak mame P(A|B) = 2, P(A|B) =1, P(B|A) = 2 = L (odhad)
Bayesova véta:

~ P(B)- P(A|B) + P(B) - P(A|B)
_ 5P(B)
12 2P(B)+ (1 — P(B))
P(B) = 2—?’5 —0.12.

Alternativni feseni: Na 5 prezivsich namorniku pfipada v prumeéru 5 - %’ =175
ucastniku ztroskoténi, z toho 2.5 neprezilo, celkovy pocet je 60 + 2.5 = 62.5 a
pravdépodobnost, Ze se jedna o ucastnika ztroskotéani, je % = % (tyto ¢etnosti
nam jen nazornéji nahrazuji pravdépodobnosti, proto neni nutné, aby byly
celoc¢iselné, pokud vychézime z toho, ze statistika imrtnosti pii ztroskotanich

je zalozena i na dalsich pripadech kromé zde uvazovanych; z téch by nemohla
s 1
vyjit 3).
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10.

P[N:2|S:4]:P[N:2’S:4]: 3
P[S = 4] PN I A SOV AP NN M

=

L
2

1,1 2 93
P[S =4]| N je sud¢] = 11+1? 1296 :4 43 —?i’—l
1 + i + 51 + ... 44 .3

11.  a) Jde o pravdépodobnost, ze mladsi z déti je dcera, coz nastava s pravdépo-
dobnosti ¢ blizkou 1/2, presnéji asi 0.485. (Predpokladédme, ze pohlavi déti
jsou nezavisld, coz je priblizné spravne.)

b) Pokud pro jednoduchost predpokladdme ¢ = 1/2, pak predpoklad J, ze

yrodina ma aspon 1 dceru®, je splnén s pravdépodobnosti P(J) = 1 —
(1 — q)* = 3/4, ale to, Ze ,rodina ma 2 dcery“, je podjev D C J s
pravdépodobnosti P(D) = ¢*> = 1/4 = P(D N J). Podminénd pravdépo-
dobnost je

P(DnJ) P(D) 1/4 1
PO = =50y =Py 3~ 3

Obecnéji pro pravdépodobnost narozeni divky ¢

2

q
P(D|J)= —+
pro g = 0.485
2
q .
P(D|J) = ——— =0.32.

12. Ozna¢me p pravdépodobnost chybného slova pied opravou. Opravena 2 % slov,

tedy dostaneme rovnici 0.02 = 0.99-p+107%-(1 —p). p = 8:83:8:888} = 8:8;88 =

2.0103 - 1072. Po opravé chybné 0.01-p+ 107*- (1 — p) = 2.9902 - 10~*.

6.3 Reseni cviceni 2.2.4

1. Ne. Uvazujme pravidelnou hraci kostku a necht si dva ruzni lidé jeji strany
oznadi ¢isly 1,...,6 tak, aby se znaceni alespon na nékterych stranach neshodo-
valo. Pokud X je ndhodna veli¢ina oznacujici, jaké ¢islo padlo na kostce vzhle-
dem k prvnimu znaceni a Y je ndhodna veli¢ina oznacujici, jaké ¢islo padlo
na kostce vzhledem k druhému znaceni, pak rozdéleni téchto veli¢in je stejné
(P(X =k)=P(Y =k)=1/6 pro k = 1,...,6), ale nahodné veliciny X a Y
nejsou stejné, jelikoz P(X =Y) < 1 (existuje w € € takové, ze X (w) # Y (w)).
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~

. Ano. Px((a,b)) = P(X € (a,b)) = P(X < b) — P(X < a) = F(b) —

lim, o F (:r

)-
. Ano. Py( a,b)) = (Y € (a,b)) = P(g9(X) € (a,b)) = P(X € g *((a,)))) =

Px(97*((a,b))), kde g=*(M) znaci vzor mnoziny M pii zobrazeni g.

. Nemusi. Uvazujme dvé mnoziny elementdrnich jeva Q; = {wi,ws} a Qy =

(0,1). Necht F; = {Q,{wi},{w2},0} a F» = B(0,1), tedy borelovskd o-
algebra na intervalu (0,1). Déle necht Pi(w;) = Pi(w2) = 3 a necht Py(B) =
pl(B), VB € Fy, kde u' znaéi jednorozmérnou Lebesgueovu miru. Zedefinu-
jeme Xj(wy) = 1, Xi(w2) = 0, Xa(x) = 1 pro z € (0,0.5) a Xo(z) = 0
pro x € [0.5,1). Pak X; ~ Ali(3) a X, ~ Alt(3), ale X; je definovand na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, Fi, P;), zatimco X5 je definovand na prav-

dépodobnostnim prostoru (g, Fo, Ps).

Ano. Dukaz provedeme pro situaci, kdy min{z;} > —oo. Oznaéme 1, x, ...
hodnoty, kterych ndhodnd veli¢ina X nabyvé, a necht <@y < w3 < L
Pak pro kazdé x € (z;,7;41] plati Fx(z) = P(X <z) =3 P(X = 1;) =
23:1 p;, tedy Fx(x) je konstantni na kazdém intervalu (z;, z;+1] 1 na intervalu
(=00, z1]. Pokud je max{z;} < oo, pak je Fx(z) konstantni (rovna jedné) na
intervalu (max{z;}, c0).

Ne. Uvazujme nadhodnou velicinu X s distribuéni funkei

0, x<0,
Flr)=<¢%2 0<z<1,
1, x>1,

pak X nabyva nespocetné hodnot, ale F' neni spojita funkce.

a)

P(X = 1000 = (500 + 500)) = % = é
P(X = 1500 = (1000 + 500)) = (?()45 L %
P(X = 2500 = (2000 + 500)) = @()4)' L %

P(X = 3000 = (2000 + 1000)) = — =
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b) Graf distribuéni funkce Fix(x):

1 o0—
5 6— o
6
Flz)
1 — o
5 o—
10‘00 1500 2500 3000
X
c) Y = X100 tedy
1
P(Y =0) = P(X =1000) = 6’
1
PY = 100) = P(X = 1500) = .
1
P(Y = 300) = P(X = 2500) = ,
1
P(Y = 400) = P(X = 3000) = <.

1
P(Y > 210) = P(Y = 300) + P(¥ = 400) = ;.

1 1 1 1
IEX:Zk-P(X:k):1000-6+1500-§+2500-—+3000-6:2000.

keS 3
varX = Y (k—EX)*- P(X = k)
keS
2 1 2 1 2 1 2 1
=1000% - = +500% - 2 45007 - = +1000° - = = 500000.

6.4 ResSeni cviceni 2.5

k1

35 k=0,1,..., tedy X méa geometrické rozdéleni s

1 a) P(X = k) = (I)

parametrem p = %.
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EX = R =1,
viz sekce 2.3.3]
c)
g2 PL+D) 56,
(1-p)?
viz sekce 2.3.3]
2. Oznactme X pocet obdrzenych trestnych minut.
a)
P(X>2)=1-P(X<2)=1-[P(X=0)+P(X =1) =2)]
=1- (200)0.9120 — (210)0 09 -0.91" — < )0 09%-0.91'®

= 0.2666.

EX =np=20-0.09=1.8.

20
0

)0 912Y = 0.91%,
0.09-0.91Y =20-0.09 - 0.91%°,

P(X =2) =

20-19
( )0 09%.0.91'% = 5 = _70.09%-0.91'8.
20 -

Dostaneme P(X 309 P(X =0), tedy P(X =0) < P(X =1),
P(X =2)=1 ggg P(X ='1) = 0.9396 - P(X = 1), tedy P(X =1) >
P(X =2). Podobne dostaneme P(X = 3) < P(X = 2) atd. Nejpravde-

podobnéjsi tedy je, ze zavodnik ziska jednu trestnou minutu.
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— N e A AU
EX =) kize?=Xxe*) =e e = ),
k

il — (k—1)!

2 = 2/\k - = )‘k —A - /\k -
EX :ZkHe :Zk(k;—l)ye +Zkye
k=0 k=2 k=0
Mo A2 2
— e\ A=A+ A
e ; (i —2)! + + A,

varX = EX? — (EX)2 = M2+ X — A2 =\

4. Pocet vyklicenych zrn mé binomické rozdéleni Bi(n,p) a pron € N (n > 1)
nabyva hodnoty 1 s pravdépodobnosti

gn)=()p' 1=p)" "t =npl—-pt.

Takova funkce g je definovana pro vSechna kladnda realna n a je unimodalni
(do maxima rostouci, pak klesajici), takze maximum nastdva v jediném bodé
s nulovou derivaci

dn)=p(1 —p)"*l +np(l— p)"*l In(1—p)=p(l —p)"fl(l +n In(1 —p)) .
Nulova muze byt pouze posledni zédvorka, a to pro

-1
In(1—p)°

Maximum v oboru pfirozenych ¢isel nastava pro jedno ze dvou celych ¢isel,
kterd jsou nejblize této hodnoté. Pro p = 1/3 je ¢’ nulové v

n =

-1
n=—5 = 2.460,

2

In -

3

tedy zde nastdvd maximum pro n € {2,3}, a to pro obé hodnoty, nebot dosa-
zenim zjistime, ze

2 1111“_4_3 11113*1
1) \3 3 9 \1/)\3 3 ‘
P.S.: Z ekonomickych duvodu se proto vyplati zasadit jen 2 zrna.
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5. Ozna¢me X; ndhodnou veli¢inu popisujici pocet zen béhem pul hodiny a Xo
nahodnou veli¢inu popisujici pocet muzu béhem pul hodiny. Pak

k k

A A
P(Xy=k)=7pe™ a P(Xp=k)=7e,

kde \; = 3 a Ay = 2. Hledand pravdépodobnost je tedy

o~ k 20
P(Xy1 >3, X, =0)=P(X; 23)P(X,=0) = 237673—6*2 = 6752_

6. Oznacme X, pocet piichozich hovort za casovy interval (0,¢) (v minutéch).

a) Je-li X(gp) pocet piichozich hovorii za hodinu, pak EXgpy = A = 20.
Rozdelem X(10) poctu piichozich hovorii béhem deseti minut je tedy Po-

=

10\k
issonovo s parametrem A = % = 13—0, tedy P(Xuo) = k) = e 5 ( ?;J . pro
k=0,1,...

b) Necht Y je ¢as mezi dvéma hovory (v minutdch). Pak

Fr(t)=P(Y <t)=1-P(Y >t)=1- P(X, =0)

LO
(3? =1-e

w\w

Wl

=1-e

e}

3
Rozdéleni Y je tedy exponencialni s parametrem \ = %

¢) Pro distribuéni funkci v tomto piipadé plati

P t
FY\Y>T() P(Y<75|Y>T)—1—P(Y2t|Y>T):1_P(( 2 ))
P(X, = -5 .
P(XTZO) e 3

=FR(t-T), t>T.
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00 00 1 1 1

_1aE 13w 1 1 14
E P(X ) g 32 —1- E 3 = 1+-)=1-— —.
fe=2 o k:2e TR k:oe TR o +3) “°3

e) P(X,=0)=e™=¢e52>09 tedy —{ >1n0.9 =t < 3In0.9 = 0.316.
Operator ma 0.316 minuty, tedy asi 19 s.

a) Jelikoz f hustota, plati

/f dw—/Ce 2agd:,

1 u (@—w)?
—:/ 2 da.
¢ Jr
_ (== w?

Jelikoz ale neumime piimo vypocitat integral fR e 22 dx, pomuzeme si

nasledujicim trikem. Postupné pouzijeme substituce:

(%) V=T —p, w=Yy— [ %) v=rcos(a), w=rsin(a)
dv=dx, dw=dy | dvdw = rdrda

a (o)

2
. r
t= 53

xT 2 2 x 2 _ 2
L = </e o dx) :/e e dx - /6_@2‘7%) dy
R R
- 2
// (2;5) . (92;;) dyd:r;

T Yy 2 * _v w
://(u)-!-(u)dd()// Qthwdv
(*) 27 2

e 22 rdradr = 27 e 202 rdr

0

OO
© 27?/ e~ lotdt = 2no? [—e_t}go = 2702,
0

a proto

dt = Zdr|

Tedy

b) EX = u, viz sekce [2.4.3
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¢) VarX = o2, viz sekce
. Jelikoz X ~ N(1.5,6), pak s vyuzitim tabulky [6.1] a véty dostaneme:

a)

P(X <25) =P (X\_/éw < 2'5\;61'5) = (%) — $(0.4082)

~ 0.18 - ©(0.40) + 0.82 - B(0.41)
=0.18-0.6554 + 0.82 - 0.6591 = 0.6584.
V feseni jsme vyuzili linedrni aproximaxi hodnoty ®(0.4082) pomoci nej-
blissich tabelovanych hodnot ®(0.40) a ®(0.41).
b)

P(X<1)=P (X\_/éw 1 ?/é‘ﬁ’) — o (%) — B(=0.2041)
1= B(0.2041) ~ 1 — (0.59 - B(0.20) + 0.41 - $(0.21))

=1 —(0.59 - 0.5793 + 0.41 - 0.5832) = 0.4191.

05—-15 X—-15 6-15
P(O.5<X<6):P< )

Vo T VB b
~o(38)-* (%) -+ (37) - (-2 (%))
— ®(1.8371) + ©(0.4081) — 1

~ 0.29 - $(1.83) + 0.71 - B(1.84) + 0.6584 — 1
=0.29-0.9664 + 0.71 - 0.9671 + 0.6584 — 1 = 0.6253.

. Ze sekce vime, 7e EX = 0 a EX? = 1. Pro k liché dostaneme

1 22
EX* = / z* e 2dr =0,
R vV 27T

7/'2 . ’ oo 7ﬁ
jelikoz pro liché k je g(z) = xk\/%e’T lichd funkce a f; xk\/%e 2 dr < 0.
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10.

Pro k sudé mame

1 2
EX* :/xk e 2
R \/27‘(’

pp 1 [ k-1 fﬁ]oo / ko 1 _a?

=7 |—T e 2 + k—1)x e zdx
V2 -0 R( ) s

= (k- DHEX*2,

Dostali jsme tedy rekurentni vztah EX* = (k — 1)EX*~2 (jen poznamenejme,
7e tento vztah plati i pro liché k). Jelikoz EX? = 1, pak EX* = 3 - EX? = 3,
EX6=5.3 EX®*=7-5-3,.. Tedy

n

EX>" = ]2 - 1).

i=1

a) Ze zadani vime, ze uspésnost stiel tymu UK je % (prumeérné kazda osma
stfela konéi gélem). Tedy se ptdme na pravdépodobnost, ze po deviti
neuspésich prijde prvni uspéch. Pouzijeme proto geometrické rozdéleni.
Hledand pravdépodobnost je & - (Z)” = 0.03758.

b) Znédme-li pocet pokusu (pocet stiel), pak se pocet uspéchu tidi bino-
mickym rozdélenim (v nasem piipadé s parametry n = 15 a p = %. Tedy

hledana pravdépodobnost je (125) (%)2 . (%)1 3 =0.2891.

c) Lze predpokladat, ze pocet sttel v prvni tfetiné (stejné jako v dalsich
tfetinach) se #idi priblizné Poissonovym rozdélenim. Jelikoz vystteli tym
prumeérneé 42 strel za zapas, pak predpoklddame, ze vysle prumérné 14 sttel
za prvni tretinu. Oznacime-li X; pocet vyslanych stiel za prvni tfetinu,
pak X ~ Po(14), tedy P(X = 15) = ¢ 12 — (.1131.

15!
d) Jelikoz pocty stiel maji Poissonovo rozdéleni, pak ¢as mezi stielami méa
exponencialnim rozdéleni. Necht Y je ¢as (v minutdch), kdy tym UK vysle
prvni stelu, pak X ~ FExp(A) s A = % = %. Tedy

3
7 .13
o 10 0

21
=e 10 = (.1225.
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6.5 ReSeni cvicéeni 3.5

1.

P(Y:k):P(X1+X2:k):Zk:P(Xlzi,ngk—z’)

=0
g L S N
_ o - N e~ e
_ ;P(Xl —i)P(Xy=k—1i) = ; - =
k k
1 ) . 6*(>\1+)\2) k! ‘ .
_ —(A1+XA2) ivk—i __ i\ i
=0 i—0
e—tx) K/ - e~ (Ai+A2) .
— —kl — (Z))\IAQ = T()\1+)\2) R l»{;:()717

2. Oznacme X; ¢as v minutach, ktery musi majitel jesté cekat na dokonceni i-té

opravy, i = 1,2. Za zadani plyne, ze X; ~ R(0,60), tj. hustota rozdéleni této
nahodné veliciny je
1
= — 0,60
f(fl:) 607 z G ( ) )7
—=0, ¢ (0,60).

EX = /QX(w)dP(w) - /Rxf(x)dx - /060 Sdr =30,

60
1
VarX; = E(X - EX)* =EX? — (EX)* = / xQ@dQ; — 307
0

xg 60
= |—| —900= 1200 — 900 = 300.
),

Stredni doba ¢ekani na ukonceni prvni opravy je tedy 30 minut, rozptyl
je 300.

b) Ozna¢me X dobu do ukonéeni obou oprav, pak X = max{X;, Xy}. Uréime
nejprve distribuéni funkci ndhodné veliciny X, tj.

Fx(x)=P(X <z)=P(X; <z, Xo<z)=P(X; <2)P(Xy <x)
T 1 2 2 2

([ R - (Ey -

o 60 60 3600
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7 distribu¢ni funkce F'x urc¢ime hustotu fx nahodné veliciny X jako

0 0 x? x

Ix(@) = 50 Fx (@) = 35605 = 1800°

Rozdéleni doby do ukonceni obou oprav je urceno uvedenou distribuéni
funkci nebo ekvivalentné vypocitanou hustotou.

€ (0,60).

c)

x {:ﬁ }45_2025_9

45
o 1800 3600 |, 3600 16

d) Ozna¢me Y cas ukonéeni obou oprav, pak Y = X; + X,. Sdruzena hustota

fxix:(,y) = fx(2) fx,(y) = 5555 pro (z,y) € [0,60]* (jelikoz jsou né-
hodné veliciny X; a X, nezavislé). Pro jednoduchost rozdélime vypocet
na dvé situace (viz obrézek [6.9)):

I. t <60, pak

Fy(t) = P(Y <t) = P(Xy + Xp < 1) / / 3600

1 [ 1 [(t—ua) t2
= — dr = 0,60
3600 J, (1~ ®)dw = 3600[ 2 L w007 © € (0:60)
tedy fy(t) = ﬁ, t € (0,60).
I1. ¢ > 60, pak
60 ,min{60,t—z} 1
Frt)=PY <t)=P(X, +Xo < t) = —dyd
v (t) (Y <) (X1 4+ X2 <) /0/0 3600 VAT
1 [t 1 [t
= t— = [ — +120t —
3600 <2 ( 60)) 3600( p 10 3600)
t2 t
= — -1
7200 T30

tedy fy(t) = —545 + 35, t € (60,120).
e) T = min{ Xy, ..., X, } a Tr = max{Xy, .., X, }. Pak

Pr(z) = P(Ty <x) = P(X; <z,..,X, <x) = [ [ P(Xi < x)

([ &) = &)
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X1+ Xo =1t > 60

70 80 90

60

20 30 40
— )(i

10

X1+ Xo =1 <60

70

60

-10

-10

hodnych

i na

’

Sech realizac

Obrazek 6.9: Zeleny ¢tverec [0,60]* zobrazuje mnozinu v

velicin X7, Xy (tj. prostor )

blast je oblast, kde Y < ¢ pro

fovand o

, cervene vysra

t < 60 (¢ést 1.), modie vysrafovand oblast je oblast, kde Y < ¢ pro ¢ > 60 (¢ast 2.).
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0 (m)"_m:”_l
~ 0z \60/ 60"
Fr(z) = P(Ty < ) = P(min{ X}, ..., X,,} < x)
=1—Pmin{X,,..., X} >2)=1—-P(X; >z,.., X, > 1)

- - 1 60 —z\"
Tl =T [ 1 ()
i=1 i=1v%

F 0 - 60 —z\"\  n(60 —z)"!
S 60 - 60n

3. a) Jelikoz ma ndhodny vektor (X,Y') rovnhomérné rozdéleni na €2, je

fr,

fX,Y(x>y) =cC, (x,y) €

1

/cdxdyzl:c:—,

Q s

b)
1 1 Vi—z?
fX@):/fX,Y(%y)dy:/ —dy:—/ Ldy
R y€R:x2+y2§1 ™ T 7\/@
24/1 — 22

(L

c) X aY jsounezavislé, kdyz fxy(x,y) = fx(x)- fy(y) pro vechna z a y. Je-
likoz je uloha symetrickd, mame fx(z) = fy(z). Dostdvame fxy(z,y) =
0 # fx(z)fy(z) pro (z,y) € [-1,1]* \ Q, tedy veliciny X a Y nejsou
nezavislé. To lze také snadno nahlédnout z tvaru mnoziny

4.  a)

1 _ 2?4 2pwyty? 1 _ (pz+y)?+(1—p?)2?

f ) = / B —y 2(1-p2) dy = / B —y 2(1-p2) dy

x(@) R 274/ 1 — p? R 274/ 1 — p?
= Lefé / ;e 2(1792)dy = — ¢ 2.

V21 R \/27m(1 — p?) V2

I Aby mohly byt ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé, musela by byt tato mnozina obdelnikova.
Takto nabyvé sice ndhodné veli¢ina X hodnot z intervalu [—1,1], ale pro konkrétni hodnoty y,
kterych nabyva nahodnd veli¢ina Y, uz nabyva ndhodna velicina X pouze hodnot z intervalu

V=7 T3]

_ (paty)? 1 22
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_ (pz+y)>

V posledni rovnosti jsme vyuzili faktu, ze ————¢ 2009

je hustota
2m(1—p?)

normalniho rozdéleni s parametry u = —pxr a 0> = 1 — p?. Rozdéleni

nahodné veliciny X je tedy normované normalni rozdéleni.

b) Ze symetrie dostaneme Y ~ N(0,1) a fy(y) = \/—27 ’yT X aY jsou

nezavislé & fxy(z,y) = fx(z)fy(y). To plati pouze pro p = 0, v ostatnich
pripadech jsou ndhodné veliciny X a Y zavislé.

5. Oznacme A délku hodu Anny a B délku hodu Barbory. Pak A ~ N(67,36) a
B ~ N(75,9). Zajima nas pravdépodobnost, ze Anna hodi dél nez Barbora,
tedy ze Z = A— B > 0. Z véty vime, ze Z m4d normalni rozdéleni s
parametry = 67 — 75 = —8 a 02 = 36 + 9 = 45. Tedy

8
Y
(%)

Z4+8 8 Z4+8 8
P(Z >0 1—-P| —m < — | =
(Z>0)= ( VGG \/_) ( VI m)
= 1—®(1.1926) = 1 — (0.74 - B(1.19) + 0.26 - B(1.20))

=1 (0.74 -0.8830 + 0.26 - 0.8849) = (0.1165.

6. a) S vyuzitim véty dostaneme

2 n
]EY_EE;X,- ZEX_ Z = a.

2:1

Z véty 2.8 a dusledku dostaneme

2 — “a?  a?
varY = var— X, = —var X, = varX; = —.
n Z v Z Z 12 In
i=1 =1
b) S vyuzitim vysledku ze cviceni 2. e) dostaneme fz(z) = ”‘f”ar;fl, x €

(0,a). Pak dostaneme

@  ng" nz"tt ¢ n
EZ = d = d = f— .
/0 tfz(x)d /0 an v {a"(n—i—l)}0 n+1 “

a a n+1 n+2 a
EZ2:/ :czfz(:c)d:r;:/ nxn d:c:{ i } ="
0 0 ) o

a an(n+2 n+2
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Tedy

2 2 2 9 .9
varZ = EZ? — (EZ)? = na®~  na :azn(n—l—l) n*(n+ 2)
n+2  (n+1)% (n+1)2(n+2)
o1 +2n% +n — 2n? — n?) B a’n
(n+12n+2)  (n+1)2(n+2)

c) Jelikoz EZ — EY, varY — 0 a varZ — 0, pak lze odhadnout, ze pro
n — oo bude ndhodnd veli¢ina Z konvergovat v né¢jakém smyslu k ndhod-
né velicing Y. V jakém smyslu lze najit v sekci

6.6 ResSeni cviceni 4.4

1. Oznaéme X pocet narozenych kurat v dubnu, pak X ~ Po()\), kde A =
30 -8 = 240. P(X > 230) = 1 — P(X < 230) = 3750 ¢ *a% = 57290 2402400
Jelikoz tuto sumu umime jen obtizné vy¢cislit (bez pouziti specidlniho soft-
waru), vyuzijeme aproximaci Poissonova rozdéleni pomoci CLV. Uvazujeme

X ~ N\ ) (vyuzivame faktu, ze EX = varX = \). Tedy

P(X >230) ~ P(X >230)=1— P(X < 230)
(X —240 230 — 240>

<
V240 V240
=1 — (1 — ®(0.6455)) ~ 0.45 - $(0.64) + 0.55 - B(0.65)

= 0.45-0.7389 4 0.55 - 0.7422 = 0.7407.

—1- —0.6455)

Jelikoz X je diskrétni ndhodna velicina nabyvajici pouze celych hodnot, plati
P(X > 230) = P(X > 231). Pokud bychom pracovali s druhym vyrazem a
pouzili aproximaci pomoci centrélni limitni véty, dostaneme

P(X >230) =~ P(X >231)=1- P(X < 231)
(X —240 231 —240

<
V240 V240
— ©(0.5809)) ~ 0.7193.

=1- ) =1 — ®(—0.5809)

Uvédomme si, ze oproti diskrétnimu rozdéleni spojité nerozlisuje P(X < z) a
P(X < z). Oba ziskané odhady jsou tedy relevantni odhady pomoci centralni
limitni véty. Pokud ziskany odhad ovefime pomoci simulaéni studie (provedené

131



v softwaru R s poctem realizaci n = 10°%), pak zjistime, Ze pfiblizné v 72.7 %
pripadu je simulovand hodnota nad 230. Tedy odhad ziskany pomoci simulaé¢ni
studie je mezi odhady ziskanymi pomoci centrélni limitni véty.

. Oznacme X; cas cekani na metro pied i-tou cestou béhem semestru, ktera
probéhla v case kolem devaté ranni hodiny a nebo kolem paté vecerni, a Y
cas cekani na metro pred j-tou cestou béhem semestru, ktera probéhla v ¢ase
kolem druhé hodiny odpoledni. Pak X; ~ R(0,3),i =1,...,126, a ¥; ~ R(0,6),
j=1,..,14. Omacme X = Y21 X;, Y =Y 11| V;a Z = X+Y . Jelikoz EX; =
1.5, varX; = %, EY; = 3.5, varX; = %, ma X priblizné normalni rozdéleni s
parametry f1; = 129-1.5 = 193, 07 = 129-3 = 96.75 a Y m4 pfiblizné normaln{
rozdélen{ s parametry py = 14 -3.5 = 49, 02 = 14 - % = 51.1667. Z véty
vime, ze Z mé tedy priblizné normalni rozdéleni s parametry p = pq + o = 242

a 0?2 = 0?4 05 =106.1667. Tedy

Z—242 230 — 242
P(Z > 240) = P ( )

>
V106.1667 ~ +/106.1667
:1_P( Z-242 _ 240—242)
V106.1667 ~ +/106.1667
=1— (1 —®(0.1941)) = ®(0.1941)
~ 0.59 - ©(0.19) + 0.41 - ®(0.20) = 0.59 - 0.5753 + 0.41 - 0.5793
= 0.5769.

~ 11— ®(—0.1941)

Poznamenejme, ze vysledna pravdépodobnost je pouhy odhad, jelikoz pouzivame
centralni limitni vétu pro ny = 129 a ny = 14. Pokud ale provedeme simulacni
studii v softwaru R, tak pii 10° realizovanych simulaci bude piiblizné v 58.0 %
piipadi hodnota souctu Z vétsi nez 420, tedy hledana pravdépodobnost odhad-
nutd z této simulacéni studie je 0.580, tedy priblizné stejnd jako ta vypoctena.

. Letecka spolecnost prodava letenky a chce co nejvice usettit. Letadlo Boeing
Next Generation 737-900 m& 220 mist, ale vi se, ze zhruba 5 % lid{ se k odletu
nedostavi.

a) Predpokladejme, ze kazdy z pasazéru s listkem bude mit stejnou pravde-
podobnost, ze nenastoupi na svuj let. Oznac¢me X; = 1 v ptipadé, ze se i-ty
pasazér dostavi k odletu, a X; = 0 v opacném piipadé. Pak X; ~ Alt(0.95)
(jelikoz zhruba 5 % lid{ nenastoupi) a S, = 3.1, X; = 3.°2° X, je pocet
pasazaru, kteri se dostavi k odletu. Z Moivreovi-Laplaceovi centralni li-
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mitni véty dostaneme

S, —225-0.95 _ 220 —225-0.95
P(S, <220) =P ( < )

V225-0.5-0.95 ~ v/225-0.05 - 0.95
~ ®(1.9118) ~ 0.82 - $(1.91) + 0.18 - $(1.92)
= 0.82-0.9719 4 0.18 - 0.9726 = 0.9720.

Podobné jako v predchozim ptikladu muzeme postupovat i nasledujicim
zpusobem:

—225-0. 221 —225-0.
P(Sn<221):P(Sn 9-0.95 5 095)

<
V225-05-0.95  /225-0.05-0.95
~ B(2.2177) ~ 0.115 - (2.20) + 0.885 - $(2.22)

= 0.115-0.9861 4 0.885 - 0.9868 = 0.9867.

Pokud provedeme simula¢ni studii (opét pomoci softwaru R a poctem
108 realizaci, pak relativni ¢etnost pifpadi, kdy bude misto pro vsechny
prichozi pasazery, je 0.9888. Jak vidime, pii druhém postupu jsme dostali
presnéjsi odhad hledané pravdépodobnosti.
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b) Najdéme takové n, aby P(S, =Y 1, X; < 220) ~ 0.9.

P(S, =) X;<220)~ 0.9
=1
( Sy —n-095 _ 220 —n-0.95 )

~ 0.9
Vn-0.95-0.05 " v/n-0.95-0.05

220 — 1 - 0.
<I>( 0 ”095>z0.9
Vn-0.95-0.05
9220 — 1 - 0.
0—n-0.95 ~ 0-1(09)
V1 -0.95-0.05

220 — - 0.
0=n-095 9515

vn-0.95-0.05
220 —n - 0.95 ~ 0.2793 - \/n

220 ~ 0.95-n +0.2793 - /n
220 0.2793
005 "t o5 V"

220 0.2793\ * 0.2793 \ 2
#(z0s) ~ (V7 20ss)

0.95 2-0.95 2-0.95

2
220 N 0.2793 \ 2 ~0.2793
0.95 2.0.95 2.0.95

227.1479 =~ n.

Pokud pouzijeme na pocatku nerovnost S, < 221, dostaneme odhad n ~
228.1904. Pii simula¢ni studii pro n = 227 dostaneme relativni ¢etnost
pripadu, kdy budou vsichni pfichozi pasazéri odbaveni, rovnu 0.9393, pro
n = 228 je tato relativni cetnost ptiblizné 0.8874. Tedy oba odhady ziskané
pomoci centralni limitni véty jsou dobré.

I. Ulohu budeme fesit pomoci Poissonova rozdéleni. Ozna¢me X; pocet zasahu
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plavéika béhem i-tého dne prazdnin. Pak X; ~ Po(%) 1 =1,2,...,62.

0 —62:1/2 26 —62-1/2
P(ZlXi>26) (Z NGE 1/2 : V6212 />
_5

-5 -5
_p(z> 2 )o1-PX<D)x1-0(—2
( ¢3—1) L (\/3—1)
— 1 — B(—0.8980) = (0.8980)
=0.2-0.8133 4+ 0.8-0.8159 = 0.8154.

IT. Zkusme vytesit tlohu jesté jednou pomoci exponencidlniho rozdéleni. O-
znacme Y; cas, kter}’/ uplyne mezi (i — 1)-nim a i-tym zdsahem plavcika.
Pak Y; ~ E:Up( ). Pak

27 27
ST Y272 62272 ( 8 >
PO Y <62 < =P(Z<——
<; )= ( \/27 V274 V108
~ ®(0.7698) = 0.02 - 0.7764 + 0.98 - 0.7794 = 0.7793.

Jak je videél, pii pouziti CLV davé pristup ptes pocet udalosti (které ma Poiso-
novo rozdéleni) jiny vysledek, nez pristup pomoci ¢asu mezi udélostmi (které
maji exponencidlni rozdéleni). Pokud provedeme simulacni studii, dostaneme
ze odhadovana pravdépodobnost je priblizné rovna 0.787, tedy druhy pristup
dava o néco presnéjsi vysledek.

»Inu, svét je maly a o ndhody tu
neni nouze.*
—Lustig

Poznamka nakonec: Vsechny predeslé piiklady se daji fesit i pomoci
Morrisovy véty [16]. Jelikoz je ale zatim Morrisova véta fidce pouzivand
a nepatii do zakladnich kurzu pravdépodobnosti, tak jsme vSechny
uvedené piiklady v tomto materidlu tesili klasickych zptusobem.
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Prilohy

Tabulka 6.1: Distribuéni funkce ®(x) normovandno normélniho rozdéleni.
0.00 | 0.5000 | 0.24 | 0.5948 | 0.48 | 0.6844 | 0.72 | 0.7642 | 0.96 | 0.8315
0.01 | 0.5040 | 0.25 | 0.5987 | 0.49 | 0.6879 | 0.73 | 0.7673 | 0.97 | 0.8340
0.02 | 0.5080 | 0.26 | 0.6026 | 0.50 | 0.6915 | 0.74 | 0.7703 | 0.98 | 0.8365
0.03 | 0.5120 | 0.27 | 0.6064 | 0.51 | 0.6950 | 0.75 | 0.7734 | 0.99 | 0.8389
0.04 | 0.5160 | 0.28 | 0.6103 | 0.52 | 0.6985 | 0.76 | 0.7764 | 1.00 | 0.8413
0.05 | 0.5199 | 0.29 | 0.6141 | 0.53 | 0.7019 | 0.77 | 0.7794 | 1.01 | 0.8438
0.06 | 0.5239 | 0.30 | 0.6179 | 0.54 | 0.7054 | 0.78 | 0.7823 | 1.02 | 0.8461
0.07 | 0.5279 | 0.31 | 0.6217 | 0.55 | 0.7088 | 0.79 | 0.7852 | 1.03 | 0.8485
0.08 | 0.5319 | 0.32 | 0.6255 | 0.56 | 0.7123 | 0.80 | 0.7881 | 1.04 | 0.8508
0.09 | 0.5359 | 0.33 | 0.6292 | 0.57 | 0.7157 | 0.81 | 0.7910 | 1.05 | 0.8531
0.10 | 0.5398 | 0.34 | 0.6331 | 0.58 | 0.7190 | 0.82 | 0.7939 | 1.06 | 0.8554
0.11 | 0.5438 | 0.35 | 0.6368 | 0.59 | 0.7224 | 0.83 | 0.7967 | 1.07 | 0.8577
0.12 | 0.5478 | 0.36 | 0.6406 | 0.60 | 0.7257 | 0.84 | 0.7995 | 1.08 | 0.8599
0.13 | 0.5517 | 0.37 | 0.6443 | 0.61 | 0.7291 | 0.85 | 0.8023 | 1.09 | 0.8621
0.14 | 0.5557 | 0.38 | 0.6480 | 0.62 | 0.7324 | 0.86 | 0.8051 | 1.10 | 0.8643
0.15 | 0.5596 | 0.39 | 0.6517 | 0.63 | 0.7357 | 0.87 | 0.8078 | 1.11 | 0.8665
0.16 | 0.5636 | 0.40 | 0.6554 | 0.64 | 0.7389 | 0.88 | 0.8106 | 1.12 | 0.8686
0.17 | 0.5675 | 0.41 | 0.6591 | 0.65 | 0.7422 | 0.89 | 0.8133 | 1.13 | 0.8708
0.18 | 0.5714 | 0.42 | 0.6628 | 0.66 | 0.7454 | 0.90 | 0.8159 | 1.14 | 0.8729
0.19 | 0.5753 | 0.43 | 0.6664 | 0.67 | 0.7486 | 0.91 | 0.8186 | 1.15 | 0.8749
0.20 | 0.5793 | 0.44 | 0.6700 | 0.68 | 0.7517 | 0.92 | 0.8212 | 1.16 | 0.8770
0.21 | 0.5832 | 0.45 | 0.6736 | 0.69 | 0.7549 | 0.93 | 0.8238 | 1.17 | 0.8790
0.22 | 0.5871 | 0.46 | 0.6772 | 0.70 | 0.7580 | 0.94 | 0.8264 | 1.18 | 0.8810
0.23 | 0.5910 | 0.47 | 0.6808 | 0.71 | 0.7611 | 0.95 | 0.8289 | 1.19 | 0.8830

136



1.20 | 0.8849 | 1.48 | 0.9306 | 1.76 | 0.9608 | 2.08 | 0.9812 | 2.64 | 0.9959

1.21 | 0.8869 | 1.49 | 0.9319 | 1.77 | 0.9616 | 2.10 | 0.9821 | 2.66 | 0.9961

1.22 | 0.8888 | 1.50 | 0.9332 | 1.78 | 0.9625 | 2.12 | 0.9830 | 2.68 | 0.9963

1.23 | 0.8907 | 1.51 | 0.9345 | 1.79 | 0.9633 | 2.14 | 0.9838 | 2.70 | 0.9965

1.24 | 0.8925 | 1.52 | 0.9357 | 1.80 | 0.9641 | 2.16 | 0.9846 | 2.72 | 0.9967

1.25 |1 0.8944 | 1.53 | 0.9370 | 1.81 | 0.9649 | 2.18 | 0.9854 | 2.74 | 0.9969

1.26 | 0.8962 | 1.54 | 0.9382 | 1.82 | 0.9656 | 2.20 | 0.9861 | 2.76 | 0.9971

1.27 1 0.8980 | 1.55 | 0.9394 | 1.83 | 0.9664 | 2.22 | 0.9868 | 2.78 | 0.9973

1.28 | 0.8997 | 1.56 | 0.9406 | 1.84 | 0.9671 | 2.24 | 0.9875 | 2.80 | 0.9974

1.29 | 0.9015 | 1.57 | 0.9418 | 1.85 | 0.9678 | 2.26 | 0.9881 | 2.82 | 0.9976

1.30 | 0.9032 | 1.58 | 0.9429 | 1.86 | 0.9686 | 2.28 | 0.9887 | 2.84 | 0.9977

1.31 | 0.9049 | 1.59 | 0.9441 | 1.87 | 0.9693 | 2.30 | 0.9893 | 2.86 | 0.9979

1.32 | 0.9066 | 1.60 | 0.9452 | 1.88 | 0.9699 | 2.32 | 0.9898 | 2.88 | 0.9980

1.33 |1 0.9082 | 1.61 | 0.9463 | 1.89 | 0.9706 | 2.34 | 0.9904 | 2.90 | 0.9981

1.34 1 0.9099 | 1.62 | 0.9474 | 1.90 | 0.9713 | 2.36 | 0.9909 | 2.92 | 0.9982

1.35 ] 09115 | 1.63 | 0.9484 | 1.91 | 0.9719 | 2.38 | 0.9913 | 2.94 | 0.9984

1.36 | 0.9131 | 1.64 | 0.9495 | 1.92 | 0.9726 | 2.40 | 0.9918 | 2.96 | 0.9985

1.37 | 0.9137 | 1.65 | 0.9505 | 1.93 | 0.9732 | 2.42 | 0.9922 | 2.98 | 0.9986

1.38 | 0.9162 | 1.66 | 0.9515 | 1.94 | 0.9738 | 2.44 | 0.9927 | 3.00 | 0.99865
1.39 | 0.9177 | 1.67 | 0.9525 | 1.95 | 0.9744 | 2.46 | 0.9931 | 3.20 | 0.99931
1.40 | 0.9192 | 1.68 | 0.9535 | 1.96 | 0.9750 | 2.48 | 0.9934 | 3.40 | 0.99966
1.41 1 0.9207 | 1.69 | 0.9545 | 1.97 | 0.9756 | 2.50 | 0.9938 | 3.60 | 0.999841
1.4210.9222 | 1.70 | 0.9554 | 1.98 | 0.9761 | 2.52 | 0.9941 | 3.80 | 0.999928
1.43 1 0.9236 | 1.71 | 0.9564 | 1.99 | 0.9767 | 2.54 | 0.9945 | 4.00 | 0.999968
1.44 | 0.9251 | 1.72 | 0.9573 | 2.00 | 0.9772 | 2.56 | 0.9948 | 4.50 | 0.999997
1.45 1 0.9265 | 1.73 | 0.9582 | 2.02 | 0.9783 | 2.58 | 0.9951 | 5.00 | 0.999999
1.46 | 0.9279 | 1.74 | 0.9591 | 2.04 | 0.9793 | 2.60 | 0.9953

1.47 1 0.9292 | 1.75 | 0.9599 | 2.06 | 0.9803 | 2.62 | 0.9955
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distribuéni funkce, 30
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sdruzena, 54
doplnék jevu, 6

Fourierovy rady, 90
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metoda monte carlo, 10
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