Proseminar z Matematické analyzy, ZS 2024 — 2025
Teoretické priklady

TP1. (na 7. fijna) Necht {ag}}_; je koneéna posloupnost realnych ¢isel
splhujici a, > —1, k = 1,...,n. Predpoklddejme zaroven, ze a; > 0
prok=1,...,n,nebo ap <0 pro k=1,...,n. Dokazte, ze

(I+a)(l+az)...(1+a,) >1+a+az+ - +ap.

TP2. (na 7. fijna) Necht {a;}}7_, je konecné aritmetickd posloupnost
kladnych redlnych cisel. Dokazte, Ze

Nara, < Jaq ... ay.

TP3. (na 14. fijna) Lze interval (0, 1) napsat jako sjednoceni disjunkt-
nich netrividlnich uzavienych ¢i otevienych (smi se pouZivat oboje)
intervali, tak, ze jich uzijeme nekone¢né mnoho?

TP4. (na 14. fijna) Zkonstruujte bijekci mezi (0,1) a (0, 1].
TP5. (na 21. f{jna) Necht o > 0, aq,...,a,, b1,...,b, € R. Dokazte,
D aibe

ze
1 — O —
< = a? + — b2,
<= gty b
k=1 k=1 k=1

Hint: Interpretujte tilohu jako kvadratickou nerovnici.

n

TP6. (na 4. listopadu) Najdéte viechna celé ¢isla m spliwjici

(1+m)® > 14 mn pro vSechna n € N.

TP7. (na 11. listopadu) Naleznéte supremum a infimum mnoziny

A:{%: m,n € N, m<3n}.

TP8. (na 11. listopadu) Naleznéte supremum a infimum mnoziny
B={Vn—|vn]: neN}.

Pripomenme, Ze |z| znadi dolni celou ¢ast ¢isla x, tedy nejvétsi celé

¢islo, které je mensi nebo rovno ¢islu .

TP9. (na 11. listopadu) Rozhodnéte, zda posloupnost {a,}>; dana

vztahem
(2n)!!

(2n + D!
mé vlastni limitu. Pfipomenme, ze

2n)!l=2n)- 2n—2)---4-2,
Cn+D!'=02n+1)-2n—-1)---3- 1.
1

Ay =
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TP10. (na 11. listopadu) Spoctéte

1 1 1
li .
ngilo(1-2-3+2-3-4+ +n(n+1)(n+2))

TP11. (na 18. listopadu) Necht o € Q. Spoctéte

lim sin(nlan).
n—oo

TP12. (na 2. prosince) Necht {a,}>°, je aritmetickd posloupnost s
kladnymi ¢leny. Spoctéte

1 1 1 1
lim — + e —> )
n—00 /T (w/al + /as  yJas + (/a3 A/ Op + /O
TP13. (na 16. prosince) Necht {a,}32, je posloupnost reilnych ¢isel
splhujici lim,, o a,, = 1. Spoctéte
. nap+(n—1ay+---+1-qa,
lim .

n—oo n2

TP14. (na 25. listopadu) Necht {a,}>2; je posloupnost kladnych real-
nych ¢isel spliujici

lim a, = a

n—oo

pro néjaké a € R. Musi potom platit, ze

. Qp+1
lim —= a?

n—00 (O

TP15. (na 2. prosince) Pro dané k € N spoctéte

I P42k 4.4k
ngrolo nk+l '

TP16. (na 16. prosince) Necht {a, }2 ; je omezena posloupnost spliu-
jici

1

—, e N.

ST

Dokazte, Ze posloupnost {a,}°°; je konvergentni.

TP17. (na 16. prosince) Najdéte monotonni funkei f : [0,1] — [0, 1],
kterd mé nekone¢né mnoho bodu nespojitosti.

Qp41 Z An —

TP18. (na 16. prosince) Existuje funkce f : R — R, ktera ma v kazdém
bodé limitu oco?

TP19. (na 9. prosince) Necht f : R — R je periodicka funkce splimjici
lim, o f(z) = 0. Dokazte, ze f(x) = 0 pro kazdé = € R.
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TP20. (na 16. prosince) Najdéte nekonstantni funkei f : R — R, ktera
je periodicka s periodou 1 a zaroven periodicka s periodou v/2.
TP21. (na 6. ledna) Necht f : R — R spliwje f(1) =1 a f'(1) = 2.
Spoctéte

lim (£ (2)) 7.

r—1
TP22. (na 6. ledna) Najdéte vSechny spojité funkce f : (0,00) — R
spliujici

flzy) = f(x)+ f(y), =,y € (0,00).



