Cviceni k prednasce Geometrie 1

verze 18. prosince 2025

Tento dokument obsahuje dvanact sad tiloh k jednotlivym cvi¢enim z predmétu Geo-
metrie 1. V zévérecné ¢asti dokumentu (za vSemi zadanimi) jsou uvedeny vysledky, navody
a pifpadné i kompletni postupy feseni tiloh. Ulohy oznacené (Z) jsou povazovany za zé-
kladni, v pocetni ¢asti zkouskové pisemky lze ocekavat tilohy srovnatelné obtiznosti. Ostatni
ulohy jsou ale také velmi diilezité, protoze pomahaji pochopit pfednasenou latku a rozvijet
geometrické porozuméni matematice.



1 Shodna zobrazeni v roviné

Uloha 1.1. (Z) Pro nésledujici zobrazeni z R? — R? rozhodnéte, zda se jedna o shodnost.
Jestlize ano, urcete jeji typ, naleznéte jeji samodruzné prvky (body, sméry, pfimky) a
inverzni zobrazeni. Slozte néktera zobrazeni mezi sebou.

a) @ =2x+3y+ 1,y =—tx+3y—2

b) o' = —fx+ 5y +20,y = o+ 5y —4

o) @ =3rx—3y+1,y=2c—-3y-2

d) x’:%ix—‘/;gﬂrl, y’:\/Tier%iy

e) ' =—ax+1,y =—-y+2

f) 2’ =x+3,¢y =—y

Uloha 1.2. (Z) Pomoci zobrazeni z tlohy [L.1] [a]) zobrazte
a) bod [2, 3]

b) pfimku [1,1] + ¢(1,2)

c) piimkuz+y—3=0

d) parabolu y —2? =0

Uloha 1.3. (Z) Naleznéte rovnici otoceni v roviné se stiedem [1, 3] o tihel a.

Uloha 1.4. (Z) Napiste rovnici shodnosti, ktera vznikne slozenim osovych soumérnosti
po fadé s osami: 0y : 22+ 3y+4=0ao0y: x —y — 3 =0 a urCete typ shodnosti.

Uloha 1.5. (Z) Napiste rovnici shodnosti, ktera vznikne slozenim osovych soumérnosti
po fadé s osami: 07 : 224+ 3y +4 =0 a 05 : 2z + 3y = 0 a urcete typ shodnosti.

Uloha 1.6. (Z) Popiste viechny shodnosti v roving, které zobrazi bod X = [2,5] na bod
X' = [—6,3].

Uloha 1.7. (Z) Naleznéte viechny shodnosti v R?, pro které je piimka 3z +4y —1 = 0
samodruznd a zaroven jeji bod [3, —2] je samodruzny.

Uloha 1.8. Urdete realné parametry p, ¢ tak, aby existovala shodnost f v R? takova, Ze
f:03,0] = [1,4] f:[1,2] = [3,p], f:[-1,2] = [1 4+ p, —q]. Tuto shodnost analyzujte.

Uloha 1.9. Naleznéte viechny shodnosti, které zachovévaji &tverec s vrcholy [0,0], [1, —1],
2,0] a [1,1]. Popiste grupu, kterou tvofi.



Uloha 1.10. Konstrukéné i pocetné naleznéte vsechny pétitihelniky (ne nutné konvexni),
jestlize jsou zadany (popotadé) stiedy jeho stran S; = [3,—2], So = [6,0], S3 = [3,2],
Sy =1-2,1], S5 =[-1,-2].

Uloha 1.11. Naleznéte shodnost v roviné, ktera zobrazi kuzelosecku s implicitni rovnici
20z — 922 — 15y — 242y — 16y? = 0 na kuZelosecku, kterd nem4 smiseny ¢len zy. Rozhodnéte,
o jakou kuzelosecku se jedna.

Uloha 1.12. Naleznéte shodnost v roving, kterou lze slozit ze ti{ osovich soumérnosti, ale
ne z mensiho poc¢tu. Dokazte!



2 Shodna zobrazeni v prostoru

Uloha 2.1. (Z) Vypoctéte souéin q;¢o jednak piimo z definice a druhak geometricky po-
moci formule s vektorovym a skalarnim souc¢inem. Rovnéz k témto kvaternioniim naleznéte
kvaterniony inverzni.

g = 1+4i+2j—5k

Uloha 2.2. (Z) Naleznéte otodeni vektoru (0,0,1) kolem vektoru (1,2,2) o thel 2F v
kladném sméru. Pokuste se tlohu vytesit jak pomoci Rodriguesovy formule tak pomoci
kvaternionii.

Uloha 2.3. (Z) Vyjadiete stfedovou soumérnost v R? se stiedem [1,2,3]. Jednd se o
pfimou nebo neptfimou shodnost?

Uloha 2.4. Naleznéte vyjadfeni rovinové soumérnosti v R?, ktera zobrazuje bod [1,0, —2]
na bod [3,2,0].

Uloha 2.5. Naleznéte vyjadieni osové soumérnosti v prostoru podle p¥imky s parametric-
kym vyjadienim [1,0,—1] +¢(1,2,3). Jedné se o pfimou nebo nepiimou shodnost?

Uloha 2.6. Ovéite, 7e rovnice

= 13: 2 +2z—|—1
- o3t T gY Ty
,_2 1 _2Z+2
7 = 2:c+2 —|—1z—|—3
T gty Ty

popisuji piimou shodnost R3. Najdéte samodruznou piimku tohoto zobrazeni a vyjadiete
je jako sloZeni otoceni kolem této pfimky a posunuti v jejim sméru (tedy jako Sroubovy
pohyb). Jaka je velikost thlu otoceni a vektoru posunuti?

Uloha 2.7. Naleznéte viechny jednotkové kvaterniony, které odpovidaji rotaci, ktera pie-
vadi vektor (1,0,0) na vektor (0, 1,0).



3 Rovinné kiivky
Uloha 3.1. (Z) V roviné mé&jme body A = [2,3], B = [-2, —1].
1. Naleznéte regularni parametrizaci c(t) usecky AB tak, aby A =c(0) a B = c(1).

2. Naleznéte parametrizaci této tsecky obloukem (tedy ||c'(t)||] = 1) takovou, ze A =
c(b) .

3. Naleznéte regularni parametrizaci této tsecky takovou, aby A = c(0) a B = ¢(1) a
c(3) byl jeji stred.
4. Naleznéte néjakou parametrizaci AB na, ktera bude hladka, prosta, ale v nékterém

bodé nebude regularni (¢/(t) = (0,0) pro néjaké t.)

Uloha 3.2. Cykloida. Uvazujme kolo o poloméru a, které se vali konstantni rychlosti
v po ose x doprava. Parametricky popiste trajektorii bodu na kole, ktery v case t = 0
nachézel v bodé (0,0). Vypoc¢téte znaménkovou kfivost.

N NN
|

Uloha 3.3. (Z) Uvazujme orientovanou rovinnou kfivku danou parametrizaci c(t) =
(t,£3). V jejim bodé t = 1 vypoctéte znaménkovou kiivost, teény a orientovany normé-
lovy vektor, tecnou a norméalovou primku a oskulacni kruznici. V néjaké reparametrizaci
zachovavajici orientaci ovérte, ze znaménkova kiivost v odpovidajicim bodé zlistava stejna.

Uloha 3.4. (Z) Naleznéte piimou shodnost, ktera pro kfivku z Ulohy zobrazi jeji bod
c(1) do pocéatku soufadnic a jeji te¢ny vektor v tomto bodé na vektor (1,0). Ovéite, ze
znaménkova kiivost zobrazené kiivky v odpovidajicim bodé bude stejna.

Uloha 3.5. (Z) V obecném bodé vyjadiete znaménkovou kiivost kiivky dané parametri-
zaci c(t) = (3 — 3t, 3t%). V bodé s extremalni kiivosti sestrojte oskula¢ni kruznici.

Uloha 3.6. Naleznéte néjakou parametrizaci elipsy %24—% = 1 a studujte jeji znaménkovou
krivost. Jaka jsou jeji minima a maxima?

Uloha 3.7. Ukazte, ze v okoli bodu (1,1) lze hladce parametrizovat implicitné zadanou
ktivku
2% — 22y +94° =0

a v tomto bodé spoctéte jeji znaménkovou kiivost (znaménko se méni podle zvolené orien-
tace).



4 Prostorové krivky

Uloha 4.1. (Z) Je déana parametrizovand kiivka
c(t) = %t5+t2 —2t,—%t4+ §t3+t2,§t3 —t*, te(0,2).
V bodé t = 1 naleznéte jeji krivost, torzi a Frenetiv repér.
Uloha 4.2. (Z) Je déna prostorova kfivka
c(t)=[3t—1*3*3t+t°], teR
spoCtéte jeji kiivost a torzi v obecném bodé a urcete Frenettav repér v bodé c(0).
Uloha 4.3. (Z) Parametrizujte nasledujici k¥ivky obloukem:
a) c(t) = [t,v2Int,t7'] prot € (0,00).
b) c(t) = [t —sint, 1 — cost,4sin(L)] pro t € R,
Uloha 4.4. (Z) Uréete kiivost a torzi v obecném bodé sroubovice
c(t) = [Rcos(t), Rsin(t),at], t € R,

kde R, a jsou pevné redlné parametry. Urcete tihel, ktery tecné vektory kiivky sviraji s
osou z. Parametrizujte Sroubovici obloukem.

Uloha 4.5. (Z) Spoctéte rovnici oskulaéni roviny kiivky:

c(t) = [cos’ t,sin’ ¢, cos(2t)] te (O, g) :

Uloha 4.6. Zjistéte zda kiivka c(t) = [% £ty 2] .t € (2,10) le# v roving, piipadnd
v jaké.

Uloha 4.7. Parametrizujte prinik sféry s valcovou plochou, kterd prochézi stiedem sféry
a ma polovicni primér. Naleznéte body s nejvétsi kiivosti a v téchto bodech spocitejte
kfivost, torzi a Frenetuv repér.



5 Dalsi alohy o krivkach

Toto cviceni je volné a opakovaci. Je mozno ho vénovat dodélavani tloh z minulych sérii
nebo dalsim zajimavym tloham, naptiklad tém, které jsou zde uvedeny.

Uloha 5.1. Studujte logaritmickou spiralu c(t) = ef(cost,sint), t € R, zejména z hlediska
jeji délkové funkce a jejich sobépodobnosti.

Uloha 5.2. Kissoida. Uvazujme kruznici k o poloméru r a néjakou jeji te¢nu p. Oznacme
jako S bod dotyku pfimky p s kruznici k& a necht bod A lezi na kruznici k naproti bodu
S. Pro poloptimku ¢, ktera vychazi z bodu A a kterd se protina s pfimkou p, ozna¢me
jako R bod pruniku p a ¢, jako @) bod priniku £ a ¢. Ozna¢me jako P bod na ¢, ktery
spliiuje |[A — P| = |@ — R|. Najdéte rovnici, kterd uréuje mnozinu vSech takovych bodu P,
a najdéte parametricky popis této mnoziny (kiivky).

Uloha 5.3. Uvazujme parabolu [t,t?], bod F = [0,a] a pfimku p : y = —a, a € R.

Urcete a tak, aby mél kazdy bod paraboly stejnou vzdélenost od bodu F' (ohniska) a
pfimky p (¥idici piimky) a ukazte, Ze tecna k parabole puli thel pfislusnych priavodica.
Parametrizujte mnozinu bodti, které jsou obrazem ohniska v osové soumérnosti podle vsech
normalovych ptimek paraboly.

Uloha 5.4. Tractrix je kiivka, kterou kopiruje pfedmét tazeny na provazku. Ve vychozi
situaci se pfedmét nachazi v bodé [1,0] a ¢lovék v pocatku, tj. v bodé [0,0]. Clovék se
pohybuje konstantni rychlosti podél osy y a tahne predmét na provazku délky 1. Najdéte
néjakou parametrizaci tractrix.

Uloha 5.5. Dokaite, Ze prostorova kiivka lezi na néjaké sféie pravé tehdy, kdyz viechny
jeji normalové roviny prochézeji jednim bodem.

Uloha 5.6. Urcete funkci f(t), tak aby méla kiivka c(t) = [Rcost, Rsint, f(t)], t € R
nulovou torzi.

Vysledky. Musi platit f'(t) + f”(t) = 0, tedy f(t) = a + bcost + csint a jedné se o
rovinné fezy valce, tedy o elipsy.

Uloha 5.7. Zobecnénd sroubovice je kiivka v prostoru, pro kterou existuje smér (osa), se
kterym tecné vektory kiivky sviraji konstantni thel. Dokazte, Ze kiivka c(¢) s nenulovou
kiivosti a torzi je zobecnénou Sroubovici praveé tehdy, kdyz je pomér % konstantni. V
dtsledku je tedy kiivka z Ulohy zobecnénou Sroubovici, naleznéte jeji osu.



6 Krivkovy integral

Uloha 6.1. (Z) Spoctéte délku kiivky c(t) = [t —sint, 1 — cost,4cost] na intervalu
t € (0,2m).
Uloha 6.2. (Z) Spo¢téte délku asteroidy c(t) = [acos®t, asin®¢] na intervalu ¢ € (0, ).

Uloha 6.3. (Z) Vypoctéte kiivkovy integral 1. druhu

[ 1slas.

Uloha 6.4. (Z) Vypoctéte kiivkovy integral 2. druhu

kde c je parabola y = 22, x € (—1,1).

/(a —y)dz + zdy,
kde c(t) je cykloida c(t) = [a(t — sint),a(1l — cost)], t € (0, 27).
Uloha 6.5. (Z) Urcete obsah plochy ohrani¢ené kiivkou c(t) = [sin t, %] ykde t € (—m, 7).

Uloha 6.6. Spoctéte kiivkovy integral 2. druhu

2 72
/%dHS_
cZ3 +ys rs +y

kde ¢ je kfivka 23 +y3 = 1 od [0,1] do [1,0].

dy

wlo

Uloha 6.7. Nasledujici integral 2. druhu spoététe piimo z definice a také pomoci Greenovy
vety

/(w +y)dr — (z —y)dy,
Cc
kde c je kladné orientovana elipsa f;—j + g—; =1,a>0,b>0.

Uloha 6.8. Jaky obsah ma plocha, kterou mfiZe spast koza piivazana na provazu o délce L
k mohutnému stromu, ktery ma kmen o kruhovém prifezu s polomérem a, L < ma. Misto,
kde je provaz privazany ke stromu se nehybe.

Uloha 6.9. Vyjadiete obsah pravidelného n-tihelniku, ktery ma predepsany obvod £. Stu-
dujte jak se tento obsah chova pro n — oo.



7 Afinni prostory

Uloha 7.1. (Z) Uvazujme dvé posloupnosti S = ((i) , <D , (é)) aR = (<(1)> ’ <i’> : (

v R2,
(a) Ovéite, Ze se jedna o soufadné soustavy afinniho prostoru R?,

(b) spocitejte soufadnice bodu B = (0

2) vzhledem ke kanonické souradné soustavé a

vzhledem k soustavé soutradnic S,

(c) najdéte bod C, pro ktery [Cls = (_43)=

(d) pro bod A afinniho prostoru najdéte [A]g, jestlize [A|g = (§>’

/

(e) obecnéji, pro bod A afinniho prostoru najdéte [A]s = <;,> , jestlize [A]g = (";)
Uloha 7.2. (Z) M&jme afinni prostor R? nad télesem R s vektorovym prostorem R? a
B_ 0

= ()

S vz . ﬁ ’ k b . b do 1 1 1 0 1 ]_ 1 _1

(a) Spocitejte afinni kombinaci bodt 5 ) ety sl ) el )

b) rozhodnéte, zda je bod B afinni kombinaci bodu 2 , s , 3 a pokud ano, spoci-
1 2 1

tejte ji,

(c) ovéite, Ze je posloupnost B = ((?) , (3) , (i’)) barycentricka soustava souradnic

a urdete barycentrické soufadnice [Blg a |

;)]B (je to bod z B!).

(d) rozhodnéte, zda body B a C = < ) lezi v trojuhelniku s vrcholy B,

[SSIPS e

YV

Uloha 7.3. (Z) V eukleidovském prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem uva-

3 1 4 4
7ujme piimky p= [ 4| + LO{|2|}aqg= | -2 | + LO{[ -1 |}.
1 1 3 1



a) Urcete vzajemnou polohu piimek p a ¢,

(a)

(b) urcete tihel piimek pfimky p a g,

(c) najdéte pfimku riznobéznou a zaroven kolmou k obéma piimkam p a ¢,
(d) spocitejte vzdalenost p a q.

Uloha 7.4. (Z) V afinnfm prostoru Z2 nad télesem Zs s vektorovym prostorem Z} uva-

Zujme t¥i podprostory

Dl = AO{ }, D2 = +LO{

_ N W N
w o O
=N NN
— e
NN =

(a) Najdéte soustavu soufadnic a barycentrickou soustavu soufadnic afinnich prostori
D17 D2 a Dg.

(b) urcete parametrické vyjadieni podprostora D; a Ds,
(c) urcete rovnicové vyjadieni podprostori Dy a Do,
(d) urcete podprostory Dy a Dj jako afinni kombinace bodii.

1 0 2 2

Uloha 7.5. Uvazujme posloupnost bodtt B = O),{1],10],|1 a bod B =
0 0 1 1

1| v afinnim prostoru nad télesem R s vektorovym prostorem R3.

(a) Ovéfte, Ze je B barycentrickd soustava soufadnic afinniho prostoru a ze body B tvoii

(nedegenerovany) ¢tyfstén,

(b) spocitejte barycentrické soufadnice bodu B vzhledem k barycentrické soustavé sou-

fadnic B a

(¢) najdéte bod C s barycentrickymi soufadnicemi (f, 3, 1,3)” vzhledem k soustavé B,

2 0 2
(d) urcete barycentrické souradnice bodu B vzhledem k soustavé B’ = 1]1,11],10
1 0 1

(vyuzijte podobnost s B),

(e) rozhodnéte, zda bod B ¢i C lezi ve ¢tyfsténu B.

10

_ 4 1002‘_
}7 D3_{A€ZB| (3 00 2)A—<

4
3
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Uloha 7.6. Uvazujme aritmeticky afinni prostor R* se zaméfenim R*. Definujme jeho
podprostory

Dl :AO{ }7

— = =
=k N2

kde a je pevné realné ¢islo a Dy je feSenim soustavy (s jedinou rovnici)
(2,3,4,1) -z = 10.
Ukazte, ze D, je nadrovina a urcete hodnotu a tak, aby D; a Dy byly rovnobézné.

Uloha 7.7. Uvazujme aritmeticky afinni prostor R? se zaméfenim R*. Definujme jeho
podprostory

4 5) 6
4 —1 -3
Dl_AO{ 6 ) 9 ) 7 }
2 3 -1
1 1 2
—12 3 2
Dy=| g7 +rotf S S
9 0 —4

Pro oba podprostory urcete jejich dimenzi a naleznéte jejich rovnicové vyjadieni. Urcete
jejich vzajemnou polohu a v pripadé rtiznobéznosti i jejich prisecik.

11



8 Afinni zobrazeni

Uloha 8.1. (Z) Urcete rovnice afinniho zobrazeni z R? do sebe, ve kterém bod M =
(0,1)T piechézi do bodu M’ = (—3,3)” a asociovany homomorfismus zobrazuje vektory
u=(1,2)" av=(1,0)" po fadé na vektory u’ = (=7, —-2)7, v/ = (1, —2)T.

Uloha 8.2. (Z) Uréete afinni zobrazeni f z R? do sebe tak, 7e nasledujici body zobrazi :
F(=1,1) = [6.7), F(1L 1)) = [4,5], £(2,0)) = [7,12].

Urcete zda-li se jedna o afinitu a pfipadné naleznéte zobrazeni inverzni.

Uloha 8.3. (Z) Pii afinnim zobrazeni f : R* — R? zadaném obrazy bodi a jejich vzory:
f(2,1, _1>T) = (1, 3)Ta f((1,0, 2)T) = (0, 2)T> S0, 1, 1)T> = (1, _1)T? S, 1, 1>T) =
(1,1)" urcete obraz bodu (3,1,-2)" € R® a obraz vektoru (3,1,—2)" pii asociovaném
homomorfismu f.

Uloha 8.4. (Z) Lineérni zobrazeni f asociované s afinnim zobrazenim f : R? — R? ma
vzhledem k bazi B matici A. Navic plati f((1,2)) = (5, —8). Urcete f((3,4)).

() (8) 4= (5w

Uloha 8.5. (Z) V afinni roviné Z2 jsou ddny body A = (2,3)7, B = (1,4). Naleznéte
rovnobézku s pfimkou AB, kterd prochazi bodem C = (2,2)7 a popiste ji parametricky i
rovnicove.

Uloha 8.6. (Z) V R? je dan trojihelnik ABC s vrcholy A = (2,0)7, B = (=3,0)T a
C = (3,-3)T. Ukazte, Ze body P = (—-1,-1)7, Q = (1,3)T, a R = (—%,O)T lezi postupné
na primkach BC, CA a AB a urcete v jakém poméru je rozdéluji. Rozhodnéte, zda body
P, Q, R lezi na ptimce.

Uloha 8.7. Vyjadiete kolmou projekci 7 celého R? na piimku x + 2y + 3 = 0 a ovéite, Ze
mTOoOm=T.

Uloha 8.8. Na realné afinni pfimce jsou dva riizné body A, B. Definujme S = %A + %B a
T = $A+2B. Vyjadrete délici poméry 2%, 24 5L Vyjadiete bod S jako afinni kombinaci
bodi A aT.

Uloha 8.9. V R? je néjaky trojihelnik ABC' a dale je S stfed strany AB a bod T lezi v
jedné pétiné strany AC. Oznacme si P prisecik primek C'S a BT. V jakém poméru déli
bod P usecky C'S a BT? Jaky je pomér obsahti trojuhelniku ABC a PBC'?

Uloha 8.10. (Van Aubelova véta) V R? je n&jaky trojihelnik ABC a bod X, ktery nelezi
na zadné ze stran trojthelnika (ani po prodlouZeni do pfimek). Ozna¢me si P = AXNBC,
Q =BXNCA a R=CXn AB. Dokazte, ze plati

AX AR n AQ

XP RB QC

12



9 Projektivni prostor a zobrazeni
Uloha 9.1. (Z) Uvazujme projektivni rovinu P? = P(R?) a v ni body A = (1,2,3)7,
B=(3217,C=(1117

a) Ukazte, ze tyto body lezi na projektivni pfimce, najdéte jeji parametrizaci a dudlni
homogenni soutadnice.

b) Naleznéte prusecik D piimky ﬁ s pfimkou (1,2, —5)* a vypocitejte dvojpomér p =
(A,B,C,D).

c¢) Vypoditejte dvojpomér pro riizné permutace, napi. (A, B,D,C), (B,A,C,D), (C,B,A,D)
a zamyslete se jak vysledky souviseji s .

d) Na piimce AB naleznéte bod E tak, aby (A, B,C,E) = —1 (a tedy body tvofily

harmonickou ¢tvefici).
Uloha 9.2. (Z)

a) Urcete kolik mé bodu a kolik pfimek projektivni rovina ]P)(Zz). Kolik na kazdé ptimce
lezi bodt a kolik pfimek prochézi kazdym bodem?

b) Uvazujme projektivni rovinu P(Z2) a v ni dva body A = (1,2,3)T a B = (3,1,2)7.
Vypiste vsechny body, které lezi na ptimce jﬁ Naleznéte jeji prusecik P s primkou
p=(1,1,0)"

c¢) Pro bod X = (3,1,1)7 urcete, zda je definovan dvojpomér bodii (A, B, P, X), a pokud
ano, tak jej vypocitejte.

Uloha 9.3. (Z) Naleznéte projektivni transformaci F piimky P! = P(R?) na sebe, ktera
splnuje
F(1,00" = (1,3)", F(2,3)" =4,9", F2,1)"=(2,5)".

Dale uréete vzor bodu (3,7)7 a uréete dvojpomér bodi a jejich obrazii (v poradi, ve kterém
jsou napsany v zadani). Hint: soufadnice funguji az na nasobek.

Uloha 9.4. (Z)
V redlné projektivni roving P? = P(R?) je dana kuZelosecka rovnici v kanonickych
homogennich souradnicich

Q : Qxf —4dxqxo + :c§ — 22123 + 62903 — 3x§ = 0.
a) Ukazte, Ze se jedna o regularni realnou kuzelosecku.
b) Naleznéte polaru px k bodu X = (3,4,1) .

c) Naleznéte tecny ke @) prochazejici bodem X.
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d) Ukazte, ze bod X lezi na pfimce r = (1,1, —7)*. Vypoctéte Y = r Npx a oba priseciky
r N Q, které si oznacte A, B.
e) Ukazte, Ze (X,Y, A, B) tvofi harmonickou ¢tverici.

Uloha 9.5. V redlném projektivnim prostoru P? = P(R?) je ddna kvadrika rovnici v
kanonickych homogennich soutradnicich

2:13% + dx9x1 — 22371 + ng — 2xi — 2093 — 20974 — 22324 = 0.

Ovérte, ze tato kvadrika je regularni a rozhodnéte, zda-li je ptfimkova ¢i nikoliv. Naleznéte
te¢nou rovinu v jejim bodé (3, —2,2, —1). Naleznéte priunik této tecné roviny s kvadrikou.

Uloha 9.6 (Projektivni transformace). Naleznéte projektivni transformaci F' roviny P? =
P(R?) na sebe, ktera spliiuje

F(1,0,0) =(1,0,2), F(0,1,0)=(0,1,-1), F(0,0,1)=(1,1,2), F(2,1,1)=(8,1,17).
Uloha 9.7. V realné projektivni roving P? = P(R?) je ddna mnozina rovnici v kanonickych
homogennich souradnicich

Q : 527 + 22119 + 25 — 5l = 0.

Ukazte, ze ) je regularni kuzelosecka a naleznéte k ni teénu v jejim bodé (2,0, 2). Naleznéte
projektivni transformaci, ktera zobrazuje kanonickou kuZelosecku K : 2?2 + 23 — 22 = 0 na

Q.
Uloha 9.8. V projektivni roviné na pi¥imce p : 1 + 22 + 323 = 0 najdéte bod polarné
sdruzeny s bodem (1,5, 1) vzhledem ke kuZelosecce

k: —71'% + 6x§ + 9x§ — 12x129 + 1421253 — 62923 = 0.

Uloha 9.9 (Desarguesova véta). V projektivni redlné roviné P? = P(R?) mé&jme Sest riiz-
nych bodu A, B,C, A, B', C' pfi¢emz \AA’, BB/’, CC" se protinaji v jednom bodé. Dokazte,

ze pakbody
D= ABANAEB, E:=ACNAC, F:=BCnBC

lezi na primce.
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Ptimérené si lamejte hlavu nad tim, ze pokud tento obrazek interpretujeme jako zobrazeni
prostorové situace, kdy mame dva (zZluté) fezy jehlanu rovinami, pak pfimka DEF je
prusecnici téchto rovin a kolinearita bodd D, E, F' je zfejma.
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10 Projektivni rozsireni afinniho prostoru

Uloha 10.1. (Z) V R? jsou dany body A = (é), B = <i> a pfimka p parametrizaci

—11 —2
téchto primek.
Uloha 10.2. (Z) V R? jsou dany body A = (1,3)T, B = (—1,7)T. Naleznéte na tisecce
AB bod X tak, aby pro délici pomér platilo % = %. Naleznéte nevlastni bod primky ﬁ
a oznacte si ho Y. Vypoctéte dvojpomér (A, B, X, Y).

p(t) = (_5) +t ( 1 ) Naleznéte nevlastni body pirimek ﬁ a p a urcete prisecik

Uloha 10.3. (Z) Na fotografii (kterou povazujeme za projektivné zobrazenou realitu)
rovné ulice vidime tii pouli¢ni lampy a jednoho chodce. Vime, Ze rozestup lamp v realité
je rovnomeérny, a to 50 metrti. Na fotografii je vzdalenost prvnich dvou lamp 6 centimetrt
a vzdalenost druhé a treti lampy 2 centimetry. Chodec je na fotografii presné uprostied
mezi prvni a druhou lampou. Jak je od prvni lampy vzdalen v realité?

REAL|TA
!
¥oTOo
LA @ 1 1
j}&
Oowm 3em 6 om 8 i

Uloha 10.4. Naleznéte projektivni transformaci projektivné rozsifené afinni pfimky R,

kterd zobrazuje 0 — 0, 1 — 1 a 3 — 1. Ukadte, Ze z0Zené na [0,1] je toto zobrazeni

diffeomorfismem tohoto intervalu na sebe a je ho mozné vyuzit k feseni ulohy 3.1 bod 3.

Uloha 10.5. Naleznéte projektivni transformaci projektivné rozsifené afinni roviny, ktera

. 0 1 1 0 .
body ¢tverce <O>’ (0), <1), (1) zobrazuje

oo o 0 1 1 0
a) po fadé na body rovnobézniku (2), <3>, (4), <3>

o o, ) 0 1 1 0
b) po fadé na body étyfuhelniku (2), (3), <5>, (3)

Ukazte, ze v prvnim pfipadé se jedna o afinitu a v druhém piipadé nikoliv.
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11 KuZelosecky a kvadriky
Uloha 11.1. (Z) V R? urcete afinni typ kuzelosecky 22 — 2zy + 42 — 6y +3> +7 =0 a
neleznéte tecnu jejim bodé (1,2)7.

Uloha 11.2. (Z) Urcete polaru bodu (2,2)” a pdl piimky 2 — y — 2 = 0 vzhledem ke
kuZeloseéce 22 + y? — 3zy + 1 = 0. Dale urdete smér sdruzeny se smérem v = (1,2).

Uloha 11.3. (Z) V R? uréete te¢ny kuzelosecky 22+ xy +y? + 2z + 3y — 3 = 0 rovnobézné
s pfimkou 3x 4 3y — 7 = 0 vcetné bodu dotyku.

Uloha 11.4. Uréete osy kuzelosecky
a) ky : ba? + 24xy + 75y — 36z + 6y + 1 = 0;
b) ko : Tx? + 262y + Ty? + 422 = 0.

Uloha 11.5. (Z) Je déna afinni kuzelosecka @ s rovnici
112% + 4oy + 149° — 4z — 28y — 16 = 0.
a) Ukazte, Ze Q je regularni kuzelosecka.
b) Urcete jeji afinni typ.
¢) Urcete tecny k Q z bodu (—1, —1).
d) Naleznéte jeji stied a asymptoty Q, jestlize existuji.
e) Naleznéte jeji osy a vrcholy

Uloha 11.6. Urcete, pro které hodnoty p € R je kuzelosecka x2 + 2pxy + y> +2y — 3 =0
parabolou. V téchto pripadech urcete jeji osu a vrchol.

Uloha 11.7. Uréete stfed kuzelosecky Q : #2+1?—4xy+1 = 0 a oznacte si jej S. Vyjadiete
kuzelosecku F'(Q), jeji stted a bod F'(S), kde

1 00
a) F' je projektivni zobrazeni dané v homogennich soufadnicich matici { 0 1 0
011
1 2 3
b) F je afinni zobrazeni dané v homogennich soufadnicich matici [ 0 1 —1
00 1

Uloha 11.8. Uréete afinni typ nésledujicich kvadrik:

a) 22% + 2y? — 522 + 22y — 20 — 2y — 4z + 2 =0;

b) 7z% + 6y* + 52% — 4wy — 4yz — 62 — 24y + 182 + 30 = 0;

c) 22% + 2zy + y? — 222 — 22 — 1 = 0;

Hint: postac¢i urcit signaturu matice kvadriky a jeji podmatice odpovidajici pruniku s
nevlastni rovinou.
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12 Mobiova grupa - !! predbézna verze !!

Uloha 12.1. V kruhové inverzi podle jednotkové kruznice (stfed v po¢atku) urcete obraz
a) bodu [2, 3],

b) pfimky x +y —3 =10

c¢) kruznice se stiedem [2, 3] a polomérem 2.

Reste konstrukéné i pocetné.

Vysledky.

a) 55 3]

b) kruZnice se stiedem [, ¢] a polomérem %
¢) kruznice se stiedem [2, 5] a polomérem 2.

Uloha 12.2. Rozhodnéte, zda body 0, —4, —2i, —1 — 3i leZi na jedné kruznici v komplexni
rovine.
Uloha 12.3. V Mobiové transformaci f(z) = £ zobrazte osy x a y a ukazte, Ze jejich

z+1
obrazy jsou na sebe kolmé.

18



Vysledky, navody a reseni

Zapiste zobrazeni maticové jako X' = AX + p a rozhodnéte, zda ATA = I,. Pro
samodruzné body je tfeba Tesit soustavu X = AX + p. Samodruzné smeéry jsou vlastni
podprostory matice A. Samodruzna pifimka nemusi byt tvofena samodruznymi body, ale
jeji smér samodruzny byt musi. Jeji libovolny bod najdeme tak, Ze jej zobrazeni posune o
vektor, ktery je v samodruzném sméru zobrazeni. Inverz a skladani viz vzorecky v seznamu
vét z prednasky.

a) otocen{ se sttedem v bodé [—3,
3p 4, 11 7 __ 4 3 )
57 5 5, Y = 574 + 5y+ 5

—2], zadné samodruzné sméry, inverzni zobrazeni ' =

b) Zobrazeni lze chapat jako sloZeni osové soumérnosti podle pfimky prochazejici po¢atkem
a posunuti ve sméru na ni kolmém (je t¥eba pocetné oveérit). Je to tedy osova soumeérnost
podle primky neprochéazejici pocatkem. Samodruzna piimka —5x + y 4+ 52 = 0 je osou
symetrie, samodruzné jsou i vSechny kolmice na ni, samodruzné sméry jsou generovany
vektory (1,5), (5, —1), inverzni zobrazeni je 2’ = —%m + %y + 20,y = %:p + %y — 4.

c¢) neni shodné, protoze matice neni ortogonalni.

d) otoceni, samodruzny bod [%, % + \/Li]’ zadné samodruzné sméry, inverzni zobrazeni z’ =
V2.0 V2, V2 0 V2.0 V2,4 V2
sty -5y =5t 5Y+ 5

e) stiedovd soumérnost, samodruzny bod [1,1], vSechny sméry samodruzné s vlastnim
¢islem —1, inverzni zobrazeni 2’ = —x + 1,y = —y + 2.

f) Jde o slozeni osové soumérnosti podle osy x a posunuti ve sméru, ktery na ni neni
kolmy (dokonce pfimo ve sméru osy), je to tedy posunutd osovd soumérnost. Zadny
samodruzny bod neni, samodruzné sméry jsou generovany vektory (1,0), (0, 1), samod-
ruznou piimkou je z-ova soufadna osa (i kdyz zadny jeji bod samodruzny neni). Inverzni
zobrazeni je ' =z + 3, ¢y = —y.

Piimku v parametrickém tvaru lze zobrazit piimym dosazenim (jakoby po bodech).
Pro kiivku zadanou implicitni rovnici je tfeba vyjadrit z vyrazu X' = AX + p piedpis pro
X = (z,y)" a tedy vyuzit inverzni zobrazeni (promyslete).

)

) [%7_%] +t(1172)a
c) e’ —y —24 =0,

)

d) 922 — 24x"y' + 16y — 862’ + 73y’ + 111 = 0.
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Slozte posunuti do po¢atku, oto¢eni o o kolem pocatku a posununi zpét do bodu [1, 3.
¥ =xcosa—ysina —cosa+3sina+ 1,y =xsina+ ycosa —sina — 3cosa + 3.

Pro feseni této a nasledujici tlohy se hodi vzorec pro osovou soumérnost podle primky
s obecnou rovnici ax 4 by + ¢ = 0:

1 b2 —a®> —2ab —2¢ f(a
, _— —_—_— —
X_a2+b2(—2ab a® — b X+a2+b2 b
Ten se da odvodit z podminky, Ze norméalovy vektor primky je vlastnim vektorem matice
s vlastnim cislem —1 a smérovy vektor s vlastnim ¢islem +1, tedy matice splituje rovnost

a —b —a —b
A(b a)_(—b a)'

Tato rovnost také souvisi se zménou baze: definujeme-li bazi B = ((a, bT (-0, &)T), pak
. , -1 Y L . L ,
jisté plati [A)5 = ( 0 (1)> . Po vyTeseni maticové rovnice se pak da vzit libovolny bod X
lezici na pfimce, a z podminky Xy = AX, + p dopodist p.

Slozenim dvou takto ziskanych nepfimych shodnosti vznikne pfiméa shodnost, osy jsou
riznobézné, pujde tedy o otoceni. Vysledkem je 2/ = %(—12$ — 5y +15), ¢y = %(5x —
12y — 55).

16

Opét ptijde o pfimou shodnost, osy jsou rovnobézné, pijde tedy o posunuti. 2’ = x+ g3,

— 24
y=y+i.

Ulohu miizeme Fesit pfimocaie tak, ze rozlisime dva piipady, totiz kdyz je shodnost
pfimé nebo nepfima. V obou piipadech vime jak vypada obecné matice A a prislusné
posunuti p dopo¢itdme tak, aby f(X) = X"
Také 1ze vyuzit grupy vsech zobrazeni, kterd maji pocatek [0,0] jako samodruzny
bod, a tedy maji nulové posunuti, oznac¢me si tutu grupu jako Gq. Jestlize f je posunuti o
vektor (—2,—5) a f’ je posunuti o vektor (—6,3), pak feSenim tulohy jsou prévé zobrazeni
tvaru f o go f, kde g € Gy (dokazte).
cosa —sina

v, . T Ssina —2cosa — 6
Piimé shodnosti: . + . )
sina  cos« Y —2sina —95cosa+ 3

neniimé shodnosti: [ €95 ¢ sin v T L —5sina — 2cosa — 6
P "\ sina —cosa Yy —2sina+5cosa+3 /°

Pouzijeme analogicky pristup jako v druhé casti ptikladu Najdeme shodnost f,
ktera zobrazi bod [3, —2] na bod [0,0] a pfimku ze zadani na pfimku y = 0. Nésledné
vyfesime tlohu pro pfimku z = 0 a samodruzny bod [0,0] Nakonec vSe vratime zpét
inverznim zobrazenim. Slozenim téchto tfi zobrazeni dostaneme chténé shodnosti.
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[0,0] v

[37 _2]

Obrazek 1: Zobrazeni primky a bodu na osu = a pocatek

Hledame slozeni otoceni a posunuti, které zobrazi zadanou pifimku na primku y = 0.
Takové otoceni zobrazi normalovy vektor (4, —3) zadané piimky na vektor (0,5). Otoceni
ma tudiz prislusnou matici

_3 _
(v )
5

Ptvodni posunuti primky mélo vektor <_2 ) . Otoceni musime na tento vektor také

aplikovat, a dostaneme vysledné afinni zobrazeni f :

(G)=(7 )0+

Dopoé&itame nyni inverzni zobrazeni f~! invertovanim tohoto. To jde provést snadno
diky typum sklddanych zobrazeni, ale radéji obecné piipominédme, Ze pokud x’ = Ax + p,
pak x = A~!'x — A~!p. Dostaneme:

()1 50+

Shodnosti g, které maji samodruznou osu x a bod [0,0], maji ortonormalni matice
a nulovy vektor p. Navic prvni sloupec musi byt vektor (1,0) nebo (—1,0). Takovym
zobrazenim odpovidaji pouze 4 matice (tvofici grupu):

)66 5 G5

SloZenim zobrazeni v pofadi f~! o g o f pak dostaneme hledané shodnosti:

SSJERCHITCSTEN

O QU | i
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Aby f byla shodnost, musi platit || X — Y| = ||f(X) — f(Y)||. VyTeSte rovnice pro

b, q.
Jedna z moznosti je urcit p, q ze vzdalenosti vybranych bodi. Druhou moznosti je i s

parametry zobrazeni ve tvaru AX + p. Sestavime soustavu rovnic a vyjde nam, ze

. 2=p  4p . —4+3p
((5) = (e 3a) () + ()

Prvni fadek matice ma normu 1 pro p = 2 nebo p = 4. Norma prvniho sloupce pak bude
0 pro ¢ = 0 resp. ¢ = —4. Pouze prvni volba dava ortogonalni matici, zobrazeni pak je

f x (0 1\ [z n 1
y)) \1 0)\y 1
To je posunuté osova soumeérnost s osou —z + y = 0 a posunutim o vektor (1,1).

Grupa Ds, identita, otoceni se stfedem v bodé [1,0] o 7, m, 37”, 0sové symetrie s osami

y=0,r—-1=0,—2z+y+1=0ax+y—1=0.

todenf o T 0 -1 T n 1
otoceni o 7: 1 0 y 1)
otoCeni o 7 -1 0 v + 2
' 0 -1 Y 0 )’
otoceni o 2T 0 1 . + 1
ERE A N y 1)
, 9 1 0 T
osova soumeérnost s osou y = 0: 0 -1 ,
, v -1 0 T 2
osova soumeérnost s osou o r — 1 =0: + ,
0 1 Y 0
, " 0 1
osova soumérnost s osou o —x +y + 1 =0: 10

x

Y
. " 0 -1
osova soumeérnost s osouo r +y —1=0: 1 0
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Prvni vrchol pétithelniku dostaneme jako samodruzny bod zobrazeni slozeného z
péti stredovych soumérnosti se stredy Si, S, S3,S4, S5. Druhy vrchol ziskame jako obraz
prvniho ve stfedové symetrii se stfedem S; atd.

Také je mozné zapsat stiedy jako S; = %(Al + Ay), Sy = %(AQ + Aj) atd. a vyfesit
prislusnou soustavu rovnic, tj. A1 =81 — Sy + S35 — Sy + S5 atd. Vyjde A; = [1,-3],
Ay =[5,—-1], A3 =[7,1], Ay = [-1,3], 45 = [-3,—1].

Sta¢i uvazovat primou shodnost tvaru X' = AX + p. Zobrazte kuzelosecku pomoci
tohoto zobrazeni. Vysledna kuzelosecka ma koeficient 0 u smiseného ¢lenu xy a navic ji toto
zobrazeni miize posunout tak, aby prochazela pocatkem, a tedy méla nulovy i absolutni

clen.
x % N [z
)= D0)

Zobrazeni
pfevede rovnici na tvar —y’ — 2/> = 0. Je to tedy parabola, kterd vznikne z paraboly
y = —x? otodeni se stiedem v pocatku o arctan(%).

Slozenim tii (lichého poctu) osovych soumérnosti vznikne vzdy nepfima shodnost.
Nepiimé shodnosti jsou bud samy osové soumérnosti nebo posunuté osové soumérnosti.

Posunuta osova soumeérnost je nepiima shodnost, musi byt tedy slozena z jedné nebo
tf1 osovych soumeérnosti a jedna to jisté neni, protoze neméa samodruzné body.

Roznasobeni podle definice:

G1¢s = (2+i—3K) (144i+2j—5k) = 2+8i+4j—10k+i+4i’+2ij—5ik—3k—12ki—6kj+15k? =
=24 9i+4j— 13k —4+2k +5j — 12j + 6i — 15 = —17 + 15i — 3j — 11k

Vypocet geometricky pomoci formule se skaldrnim a vektorovym soucinem

q192 = (5152 — V1 - V2, V1 X Vg + 51Va + 5ov7).

Nejprve si rozdélime ¢ a ¢ na skalarni a vektorovou ¢ast a vypocitame skalarni a vekto-
rovy soucin vektort vy a va.

q1 = (27 (1707 _3))7 q2 = (17 (47 27 _5>)7 Vi Va2 = 197 Vi X Vg = (67 _77 2)

Poté dosadime do formule.
Gtg = (2-1-19,(6,-7,2) +2-(4,2,-5) +1-(1,0,-3)) = (=17,(15,-3,—11)) =
—17+15i — 3j — 11k

Pomoci Rodriguesovy formule:
¢ je uhel otoéeni r je vektor, ktery otacime, a n =

tzn. r’ = (1—cos =¢ )((O 0,1)-(%,2 2))(1 2 2)4_008%’?

(1,2,2) je osa rotace (normovand),
3:3:3/) 3373 1

1.2
(0,0,1)+sin 2" ((4,2,2) x (0,0,1))
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Otoceny vektor je ' = 1 (2+2v/3,4—V/3,1).

Pomoci kvaternionti:
Dosazenim do Véty 1.17, kde a je polovina thlu otoceni, tzn. a = %, ¢ = (cos 3, sin § (%, %, %
Zapis q pomoci kvaterniond a vycisleni goniometrickych funkci vypada nésledovné: 5 +

fl + 2‘/3 + 2‘[k Obdobné provedeme zapis r vektoru, ktery ota¢ime pomoci kvaterni-
onu, r = k.

Rofr) = (5504 205+ 20 de (5 01— 205 - 20%) = 225+ 5% 1 ik

Z toho vyplyva, Zze souradnice otoceného vektoru jsou % (2 +2v3,4 — /3, 1).

Kazd4 stiedova soumérnost v prostoru musi mit matici A = —1I3, jeji determinant je
roven —1 a bude se tedy jednat o nepiimou shodnost. Posunuti p dopocitame tak, aby
zadany sdied byl samodruznym bodem.

! -1 0 O T 2
yl=(0o -1 ol[y]+][4
2 0O 0 -1 z 6

V prvnim zptsobu feseni této tlohy nejprve snadno nalezneme rovnici t+y+2z—2 =0
roviny soumeérnosti. Dale vedeme obecnym bodem X = (21, y1, 21) piimku kolmou na tuto
rovinu, kterd ma tvar X + ¢(1,1,1), spocéitdme pro jaké ¢ protind rovinu soumérnosti a
dosadime ¢ dvojnasobné, ¢imz ziskdme obraz X'.

Ulohu mutizeme Tedit také tak, Ze uvazime bézi B = (n,v,v3), kde n = (1,1,1) je

normalovy vektor roviny soumeérnosti s vlastnim ¢éislem —1 a vektory v; = (0,1, —1),
vg = (—1,0,1) jsou libovolné linedrné nezavislé vektory z této roviny s vlastnim ¢islem 1.
-1 0 0

Pak pro matici zobrazeni musi platit, ze [A]5 = [ 0 1 0]. Vyjadieni této matice v
0 01
kanonické bazi ziskdme pomoci matic prechodu
K Br n1Br7.1K
(Al = [L2]x[A]s[L2]5-

Spravné posuniti p pak urc¢ime tak, aby obrazem [1,0, —2] byl bod [3, 2, 0]. Rovinova sou-
mérnost je tedy nepfimé shodnost s predpisem

/ 1 2 2 4
AU AN AR
7 AU B B L R
!/
< 3 T3 3 < 3

Ulohu vyfesime na zékladé geometrickych vlastnosti osové soumérnosti.
Zadanou primku oznacime o.
Bodem X = [z,v, 2], ktery bude nasim vzorem, povedeme piimku p, p L o

24

))-



Bude nés zajimat obraz bodu X, ktery pojmenujeme X'.

Necht p Mo = P, neboli bod P bude ortogonélni projekci bodu X, P = A + #y(1, 2, 3).
tO — r+2y+32+42
14

Z vlastnosti osové soumeérnosti vime, ze X' € p, P = X+X tedy X' =2P — X

x 2(14+ty) +x
y/ = 2(0 + Qto) +vy
Z' 2(—1+43tg) + =

Po dosazeni a upraveni ziskame :

6 2 3
L I A A N 7
'l | 2 3 4
% I U A & B ) Bl O
z 707 1) \F -7

Zadana shodnost je pfima (det(A) = 1).

Shodnost je pfima (det A = 1). Smér osy rotace je FeSeni u = \%(1,0, 1) rovnice
I — A)u = 0. Pevné body rotace splﬁuji (I—A)X =p,,kdep, =p—(up)u=(-1,2,1),
a jedno partikuldrni feseni je X, = (0, 2 5,2). Samodruzna pfimka ¢ je tedy X = Xo +tu =
(t,3,241t),t € R. Z tr(A) = & plyne cosp = % = —3. Vysledna shodnost je sroubovy
pohyb, tzn. rotace o ¢ = arccos(—3) kolem osy ¢ a posun o vektor pj = (u-p)u = (2,0,2)

ve sméru této osy.

- 2.7| Takovou rotaci o realizuje s nejmensim moznym rota¢nim thlem /2 pomoci jednot-

kového kvaternionu ¢; = ‘[ fk a s nejvétsim rotac¢nim thlem 7 pomoci ¢ = ‘[1 + *2[ =]

VSechny ostatni takové rotace jsou dany jednotkovymi kvaterniony tvaru g = (cos a)q +
(sin @) g, které tvori kruznici na H; ~ S5.

3.1
1. Parametrizaci tisecky se zminénou vlastnosti vzdy najdeme ve formé
A+t(B-—A)=(1—-t)A+tB, te]0,1],

kde operace provadime po slozkich. Tato parametrizace méa vyhodu, ze ||c/(t)|| je
konstantni a pro volbu ¢t = 1/2 dostaneme stf‘ed usecky. Navic pokud maji body A,

B po fadé hmotnost A,,, B,,, volbou t = dostaneme tézisté tsecky AB.

Am +B
Vypocitame tedy:

(1—=t)-(2,3)T +t-(=2,-1)T = (2—4t,3 41T, t € [0, 1].
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2. Mohli bychom postupovat z definice, ale jednodussi je vyuzit predchoziho piikladu.
Jiz umime najit parametrizaci, kde A = ¢(0). Takova parametrizace je

(2 —4t,3—4t)", t €[0,1].

Také mame zafizeno, ze ||c/(t)|| je konstantni. Potfebujeme vSak dale, aby ||c/(t) =
1||. Délka tisecky AB je 44/2, proto nas parametr musi prob&hnout interval stejné
délky. Prozatim probih& interval délky 1, tudiz staci dosadit t = ﬁg, u € [0,4\/5]
a dostaneme

(2 )T, s € 0,472

S 48

V2' V2
Tento vysledek nasledné pfeparametrizujeme (posunutim) pro splnéni podminky A =
c(5). dosazenim u = s — 5 s € [5,5 + 41/2]. Tak ziskdme vysledek

s—9 3_3—5
V2 V2

3. Ve vysledné parametrizaci jisté nebude ||c/(t)|| konstantni. Pozadovanych vlastnosti

(2 — )T, sel5,5+4v2

doséhneme reparametrizaci ¢ = ®(s), piicemz ®(0) = 0, ®(1) = 1 a D(3) = 3.
Mtizeme ji hledat napiiklad ve tvaru t = as? + bs + ¢, kde dostaneme ¢ = 0, b = 71’
a=—3.
4
Vysledna parametrizace pak bude mit tvar :
(35 — Ts + 2,35 — 7s +3)7, s €0,1].
4. Jednoduché feSeni najdeme v parametrizaci z bodu 1 nahrazenim t := 3. Tedy

(2—4t3,3—4t*)T, t € [0,1]. Tato parametrizace podminky spliiuje, ale neni regularni
prot = 0.

Lze vSak najit i parametrizace, které nejsou regularni v libovolném jiném bodé, ¢i i
v nekonecné mnoha jinych bodech. nasledujici parametrizace napriklad neni regularni
prot = % :

Lo Lo !
(2—1675-(15—5) ;3—16t~(t—§) ) , t€10,1].
O parametrizaci piimky se jedné, nebot obé souradnice maji mezi sebou vzdy kon-
stantni rozdil pro libovolnou hodnotu parametru. Derivaci snadno ovéiime, Ze para-
metrizace neni regularni pro t = % a dosazenim t = 0 a t = 1 pak zjistime, ze opravdu
dostaneme krajni body tsecky AB.

3.2|Napriklad c(t) = (a(t—sint), a(l—cost)), k.(t) = 4@\/_%, kiivka neni regularni
pro t = 2km.
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K vypoctiim budeme potiebovat (t) = (1,3t*) = d(1) = (1,3), '(t)

(0,6t) = (1) = (0,6).
dt(l 0)
det(c/(1)|"(1)) 3 6) 3

@ = iz 5V10

Tecny vektor v bodé t = 1: (1) = % = \/Lro(l,ZS)T

Znaménkova kiivost v bodé t = 1: k,(1) =

0 —1

1 0
Te¢nd pfimka vbodé t =1: -3z +y+c=0=>c=2= -3x+y+2=
Normalova pfimka vbodé t =1: 2 +3y+c=0=c=—-4=>2x+3y—4=0

Orientovany normalovy vektor v bodé ¢t = 1: n.(1) = ( > t(1) = \/%(—3, nT
0

Oskula¢ni kruznice v bodé t = 1: R(1) = ——~ = 5@, S(1) =c¢(1) + ﬁu)n*(l) =

k=] —
(1,1) + 20 (=3, 1)T = [-4; §]
Reparametrizace: t = tan s; s € (—g; %)
c(s) = (tan s, tan® s)

C/(S) = (C052373tan 8) = C/(%) - (276

cos? s

)
C”(S) (Ztans 6tans _'_6tan3:: :>C/l<7zr) — (4,36)

cos?

cos?s? “costs

dt<2 4)
det(c'(5)|<" (%)) 6 36)  ;
K N 5v/10

f(3) = e

-2
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Obréazek 2: Kiivka zadand parametrizaci c(t) = (¢, t%)

Zobrazenou ktivku, v dané shodnosti, ozna¢me ¢(t).
c(t) = (1,31%)
¢(1)=(1,3) = &(1) = (1,0)
(1) = (1,1) = ¢(1) = (0,0)

1. zpisob:
Vime, zZe
e(t) = Ac(t) +p a &(t) = Ad(t)

a také, ze tvar matice pfimé shodnosti A vypada nasledovné:

A:(_ab 2).

Jedna se o pfimou shodnost, tudiz plati, ze AAT = I, a det A = 1. Dosadime a vypocitame

koeficienty a, b. (8) _ (_ab 2) ( + (2)
(0)=(% 2 7 G)

3

1

- ), nasledné z prvni rovnice vy-

, P . 1
Z druhé rovnice ziskavame prvky matice A = % (_ 3

o

pocteme vektor posunuti p.
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2. zptsob: Pomoci slozeni dvou shodnych zobrazeni.

Jedna se o slozeni otoceni a posunuti. Z A na obrazku 2| je snadno odvoditelnd matice

oto¢eni R, = \/LTO _13 1

Nyni uz jen staci slozit

otoceni: R,X,

posunuti: X + p,

coz pro nas konkrétni priklad vychazi nasledovné:

()= (5 ) (G)-()

Znaménkovou kiivost ovéfime pomoci znalosti & (t) = Ad(t) a &'(t) = Ad’(t), které pak

dosadime do predpisu pro t =1: x.(1) = detﬁ‘cf(l);ig( )) . Opét ziskavame, 7ze k(1) = #ﬁ.

> . Vektor posunuti ur¢ime jako ¢(1)—¢(1), coz se rovna (—1, —1).

3.9l
20
18
16
10
8
Obrazek 3: Kfivka zadand parametrizaci c(t) = (t3 — 3t, 3t?)
Pro vipocet znaménkové kiivosti k., (t) = W nejprve vypocteme ' (t) = (3t* — 3, 6t),
'(t) = (6t,6) a||c(t)]] = /(32 — 3)2 + 3612 = V/Ot* — 1812+ 9 + 3612 = 3,/(t+1)2 = 3(t* + 1).
7 v VL2 . 12 1/ 3t2 - 3 6t 2 2
Nésledné vypocitame determinant: det(c/(t) |’ (t)) = 6t 6l = 18(t* — 1) — 36t° =

29



—18t? — 18 = —18(* + 1)

Z toho tedy dostaneme: k,(t) = ;;égtﬁ)? = — 3(t23' 7
0.5
4 35 3 25 ) = 1 05 25 3 35 4

Obréazek 4: Graf funkce k,(t) = 2

T 3(12+1)2

Snadno dojdeme k zavéru (na obrazku [4]si to mizeme potvrdit), ze funkce nabyva minima
pro t = 0. V tomto bodé chceme sestrojit oskulacni kruznici.

Polomér oskula¢ni kruznice pro ¢ = 0 vypoéitame jako: R(0) = —

|2 (0)]

_3
=3

Pro vypocet stfedu oskula¢ni kruznice S(t) = c(t) + ﬁ(t) - n,(t) musime nejprve najit jed-
notkovy teény vektor ¢(¢) a k nému néasledné orientovany normélovy vektor n,(t) pro ¢t = 0.

t(0) = 1oy = (—1,0) = n.(0) = (2 —01) (—01) — (0,~1)

Z toho dostavame stied oskulac¢ni kruznice v bodé 0:
5(0) = ¢(0) + —g5 - 1.(0) = [0,0] = (0, =2) = [0, 3]

k= (0) 2 ]

4 c(t)

10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Obrazek 5: Kiivka c(t) s oskula¢ni kruznici v bodé ¢ = 0
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Maxima kfivosti % v hlavnich vrcholech, minima % ve vedlejsich.

Véta o implicitnich funkcich a implicitnim derivovani podle zvolené orientace vyjde

Kk, = £44/2.

4.1| Prvni az tieti derivace kiivky c(t) :

(t* + 202 — 2, =23 + 2t* + 2t, 417 — 2t),
(4% + 2, —6t* + 4t + 2,8t — 2),
(12t%, =12t + 4, 8).

(1)
C//(t>
C/I/(t>

Prot=1:

31



Nyni prejdeme k vypoctim:

ORI
= ey = 5>

e
P = ey ey = 33 h
n(1) = b(1) x £(1) %(2 _2,1)

) x el 2
W= T3

det(/ (1)

)le” )IC’”( ) _ ¢

K vypoctiim budeme potiebovat ¢'(t) = (3 — 3t%,6t,3 + 3t*) = J(0) = (3,0,3),
d'(t) = (—6t,6,6t) = ’(0) = (0,6,0), " (t) = (—6,0,6).

/@(t) I @)xe" @) |1(18t2—18,—36t,184+18t2)|| 1
IEIGIE V18136121 18(1° 3(t2+1)2

3—3t2 —6t —6
det| 6t 6 0
6

B = det@@ler @) . \3+3t° 6 _ e
T( ) - [Ie/(t)xc” (t)||? T ]|(18t2—18,—36t,18+18t2)[|2 T 648t1+1296t2+648 ~  3(t2+41)2

Frenettv repér v bodé ¢(0):

L 00 603 (1
t(0) = 1@ = Tosm = ( 0, )

)
n(0) = b(0) x t(0) = (—%,o,%) X (%0\%) —(0,1,0),

(
_ d0)xd’(0) _ (3,0,3)x(0,6,0) __ 1 1
b(0) = )" T3.03)x(0,6,0] — <__ 0, _>‘

P1i parametrizaci obloukem budeme postupovat u obou kiivek stejné.
a) Vypocitame [|¢/(1)], ¢(t) = [1, Y2, —t72], [|(t)]| = /1 + (L2)2 + (—t-2)2 = |/ CHL
Zintegrujeme I/ ()]
=[Id@)|ldt = [1+t2dt=t—f+cproc=0at=1jes=t—1

Vypocitame inverzni funkci.
s=t—test="-1at?—st—1=0=>1t= stvs+1 Bereme pouze kladnou hod-
notu (¢ > 0), kterou dosadime do puvodni kiivky, ¢imz ziskdme parametrizaci obloukem :

o(s) = [#H5HH \2In st 2],

32



b) Vypocitéme ||/ ()], ¢'(t) = [1—cost,sint, 5 cos £], || (¢)|| = \/(1 —cost)? + (sint)? + (2cos §)? =
\/1 —QCOSt+COS2t+Sin2t+4COSZ% = \/2—2C082%+281H2%+4COS2% =Vi=2

Zintegrujeme || (t)]|. s(t) = [ || (@)||dt = [2dt =2t +cproc=0at=1jes=2t

s = 2t < t = 5 Inverzni funkci dosadime do ptvodni rovnice, ¢imz ziskdme paramet-
rizaci obloukem : ¢(s) = [§ —sin 3,1 — cos 3,4 sin §].
% ‘. _ @)=’ @l _ det(c/(t)|c" ()| (t))
4.4) Vzorce pro kiivost a torzi: k(t) = EIOIE ,T(t) = IEOETAOIE

Nejprve vypocteme jednotlivé derivace a jejich vektorové souciny.

d(t) = (=Rsint, Rcost,a), ||d ()| = VR + a2, ¢(t) = (—Rcost, —Rsint,0),
d(t) x '(t) = (aRsint, —aRcost, R?sin®t + R?cos?t) = (aRsint, —aRcost, R?),
I/ (t) x "(t)|| = Va®R® + R* = RVa? + R?.

RVa’+R?
V/(a®+R2)3 aQ—i-R2

Kiivost je tedy: k(t) = Dale pottebujeme: ¢ (t) = (Rsint, —Rcost,0)

—Rsint —Rcost Rsint
a det(c(t)|"(t)|¢"(t)) = | Recost —Rsint —Rcost| = a(R%cos’t + R%*sin’t) = aR>.

a 0 0
Z toho tedy vysledna torze: 7(t) = & (ij =y = gz Vidime, Ze kfivost a torze jsou kon-

stantni, ¢ili nezavisi na t.

Nyni uréime thel, ktery sviraji tecné vektory s osou z. Diky posunuti te¢ného vektoru do
libovolného bodu osy z (nebo osy z do bodu dotyku) mtizeme tihel (oznac¢ime ho napt. «)
snadno vypocitat z pravotuhlého trojuhelniku viz obr. |7} Tedy: tan a = % = « = arctan %.

Pro parametrizaci obloukem potifebujeme vypocitat integral:

fo I/ ()] du = fo V R? + a’du = tv/ R? 4 a?, coZ je naSe hledand reparametrizace.

Muzeme ovéfit dosazenim do c(t): s(t) = tvV R? 4+ a? — t(s) = T

- d(S) = (R cos (ﬁ)? Rsin (\/R2s+a2)7 a\/RSJraQ)
= d/(s) = <_\/R2R+a2 Sin (\/R§+a2)7 \/R2R+a2 COs (\/R§+CL2)7 \/R2a+a2)

R2(sin? 5 ~+cos? 5 +a?
\/ b T V) _ VEx&®
\/R2+a2 \/R2+CL2

Nésledné vypocitame |d'(s)|| = = 1,coz jsme

chtéli.
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Obrazek 6: Sroubovice c(t) Obrézek 7: Uhel mezi te¢nym vektorem
a osou z

Spoctéte rovnici oskula¢ni roviny kiivky:
c(t) = [cos3 t,sin®¢, cos(?tﬂ , te (0, g) .

Oskula¢ni rovina je rovina, ve které se nachazi te¢ny a norméalovy vektor, resp. vektor
druhé derivace. Tyto snadno spocitame,

c(t) = [-3cos®t -sint, 3sin’¢ - cost, —2sin(2t)],
c”(t) = [6sin®(t) cos(t) — 3cos’(t), 6sin(t) cos®(t) — 3sin’(t), —4cos(2t)] .

Parametricky tvar rovnice roviny v zavislosti na parametru nyni snadno ziskame ve
tvaru

[z, y,2] =c(t) +a-c({t)+5-c"(t), a,BeR

Parametricky tvar rovnice mtizeme povazovat za soustavu t¥i rovnic o péti neznamych,
kde eliminaci «, 3. dostaneme obecnou rovnici roviny. Drobnou tipravou potom fesime

—3cos?t-sint 6sin*(t) cos(t) — 3 cos?(t) N x —cos’t
3sin®t-cost  6sin(t) cos?(t) — 3sin®(¢) (5) = | y—sin®t
—2sin(2t) —4 cos(2t) z — cos(2t)
Postupné upravujeme. V prvnich dvou fadcich si vSimneme vzorct pro sin(2t) a cos(2t).
Radky vynasobime ¢tyimi, aby se nam nésledné dobfe pouzival tieti fadek

—6cost -sin(2t) 12cos(t)(2sin*(t) — cos?(t)) N dx — 4dcos’t
6sint -sin(2t)  12sin(#)(2cos?(t) — sin®(t)) ( ) = | 4y — 4sin3t
—2sin(2t) —4 cos(2t) z — cos(2t)

9

34



6sint -sin(2t)  12sin(t)(cos(2t) + cos*(t)) 4y — 4sin®t

—6cost - sin(2t) 12cos(t)(sin®(t) — cos(2t)) 4 — dcosd t
2( ay _
—2sin(2t) —4 cos(2t) <ﬁ) z — cos(2t)

Posledni fadek vynasobime 3 cos(t) resp. 3sin(t) a odec¢teme resp. pficteme jej k prv-
nimu a druhému radku.

0 12 cos(t)(sin?(t) — cos(2t)) + 12 cos(t) cos(2t) N
0 12sin(t)(cos(2t) + cos®(t)) — 12 sin(t) cos(2t) <ﬁ) =
—2sin(2t) —4 cos(2t)

4o — 4cosPt + (—3z + 3cos(2t)) cos(t)
= | 4y —4sin®t + (32 — 3cos(2t)) sin(t)
z — cos(2t)

Druhy sloupec levé matice se hezky upravi po vytknuti 12 cos(t) resp. 12sin(¢) Pro ptehled-
nost dale odstranime posledni fadek a prvni sloupec levé matice - jiz je nebudeme potie-
bovat - a dostaneme

12cos(t)sin®(t)\ [\  [4x —4cos®t + (—3z + 3cos(2t)) cost
12sin(t) cos®(t) ) \B) — \ 4y —4sin®t + (32 — 3cos(2t))sint )

Vynasobenim fadku sin(t) resp. cos(t) a ode¢tenim druhého od prvniho nam ztistane
jedina rovnice
0 = cost(4w —4cos®t + (—3z + 3cos(2t)) cost) — sint(4y — 4sin®t + (32 — 3cos(2t)) sint),

kterou roznasobenim, preusporadanim a vytknutim cos(2t) upravime na

0 = 4(cost)x — 4(sint)y — 3z — 4(cos* t — sin*t) + 3 cos(2t)(cos® t + sin® ).
Vzpomeneme Ze (cos®t — sin?t) = (cos?t — sin®t)(cos? t + sin®t) a ziskame
0 =4(cost)xr — 4(sint)y — 3z — 4 cos(2t) + 3 cos(2t).
Obecna rovnice oskulacni roviny v zavislosti na parametru je tedy
4(cost)x — 4A(sint)y — 3z — cos 2t = 0.
Alternativné je mozné obecnou rovnici oskula¢ni roviny ziskat i jako
(c'(t) x "(t)).(x —¢(t)) =0

Prvni zavorka zarucuje, ze normalovy vektor roviny je nasobkem binormélového vektoru
b(t) kiivky v daném bodé, druhé zavorka je nulova pravé pro x = c(t).
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Lezi v roviné x — 3y + 3z = 5.
4.7

Délku kiivky spocitame jako [ 1ds = 02” 1-[|d ()| dt. Derivace kiivky:
d(t) = (1 — cost,sint, —2sint)

Norma derivace:

t t
Hc’(t)||:\/1—2cost+cos2t+sin2t+4sin2§:\/2—2cost+4sin2§:
t t
\/8sin® = = 2v/2|sin -
sin” 5 \/_\81n2|

Jelikoz ¢ € (0, 2m), funkee |sin £| je na tomto intervalu kladné a absolutni hodnotu nemu-
sime psat. Délka kiivky je tedy:

2
t
/ 2v/2sin — dt =
0 2

u_

smudu = [4\/_( cosu) = 4V/2(—(—1)—(—-1)) = 8V2

0

6.2| Délku kfivky spocitame jako [ 1ds = fo - |l (t)]] dt, stejné jako v ptikladu 6.1
d(t) = (—=3asintcos?t, 3a cost sin’t)
< ()|| = V9a?sin” t cos* t 4 9a? cos? t sin® t = 3|a||sint|| cost| - Vcos? t + sin? ¢

Funkee sint, cost jsou opét pro t € (0, 5) kladné, nepiSeme absolutni hodnotu. Délka
kiivky je
2 3asin?t]?  3a
= / 3la|z dz = [ } = 3la|
0 2 0 2

6.3| Krivkovy integral 1. druhu definujeme jako [ fds = [’ f 7 Fe(t)||¢(£)]|dt. Nejprve pa-
rabolu parametrizujeme c(t) = (t,t%); t € (-=1,1). K vypoctu budeme jesté potiebovat

dt) = (1,28).

! 1 1 18 5vF—1
/yx\ds:/ \t]\/1+4t2dt:2-/ V1 + 482dt = 2 - [E(1+4t2)21 ==
c —1 0 0

z=sint
dz=cos tdt

g
/ 3|a|sint costdt =

0

Pro body na c(t) plati
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r=ua(t—sint) a y=a(l—cost),

takze

dr = (a—acost)dt a dy=asin(t)dt,

proto po dosazeni pocitame

2m
/(a — y)da + ady — / (a — a(1 — cost))(a — acost) + a(t — sint)asin(t)dt.
c 0
Upravami pak postupné dostavame
2m 2m
/ a®cost — a®cos®t + a’tsint — a*sin?(t)dt = o - / cost + tsint — 1dt.
0 0

Integral nyni dopocitame. Diky periodé cost je

pomoci per partes snadno zjistime, ze

27
/tsin(t)dt =sint —tcost, a tedy / tsin(t)dt = —2m.
0

2
/ —1dt = —2m.
0

/(a —y)dz + xdy = —47a®.

Nakonec pak

Dostavame tudiz vysledek

6.5[Staci dosadit do pfedpisu pro obsah plochy ff cx(t)e,(t)dt, kde a = —m, B = m,c,(t) =
sint a ¢,(t) = % =, (t) =t.

B s ™
/ co(t)c, (t)dt = / t-sintdt =[—tcost]™ +/ costdt = [—tcost +sint|" = 2w

—T —T

Vyuzitim per partes (druhé rovnd se) ziskdvame obsah dané plochy, ktery je roven 2.
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—?—g parametrizace c(t) = [sin®t, cos®t], t € [0’ %}
—2mab

L3 wL?
6.8/ & + ™5

2 P~y « 2
6.9 A = 45—,7, blizi se monotonné zdola k .
ntan - 47

(7.1l

(a) Stac¢i oveéfit, zda dvojice M = (G), (é)) a dvojice N = ((?), (;)) tvori

béaze vektorového prostoru R?, coz zjevné plati.

()4 (3) o(() = omo.e-2

(b) Pro kanonickou soustavu soutadnic:

= ((0-()0)- 0

Vzhledem k soustavé sourfadnic S:

(&)= (1) ()
-(13]7)~ (1l



1. (a) Pfimodafe spocitdme kombinaci
1 11
()3 () -5 0) 3 () - () - 6)
ro které
0 2 3 3
B=(5) === (}) +(3) (1),
tedy fesime vektorovou rovnici

()= () () =G o (G2 =) o)



Pocitame soustavu rovnic s maticl

1 1]-2
101 )7

jejiz feSeni = 1, y = —3 jsme spocitali v 7.1(b). Nasli jsme afinni kombinaci

w1 0)-2()

(c) Posloupnost B obsahuje 3 body. Zbyva proto ovéfit, ze kazdy bod afinniho prostoru
dostaneme (jednoznac¢né) jako afinni kombinaci bodt posloupnosti B, coz je (dle tvrzeni z
prednésky) ekvivalentni tomu, Ze je posloupnost vektort

()~ () 0)-0)=(0)6)

lineadrné nezavisla. To zfejmé plati, navic jsme to overili uz v 7.1.
Barycentrické soufadnice (3,1, —3)7 bodu B jsme uréili v tiloze (b) a barycentrické

g . . (3 — Y qs o
soutadnice (0,1,0)” jednoho z bodii )baeycentrlcke soutadné soustavy B urcime bez

1
pocitani.

(d) Protoze bod lezi v trojihelniku uréeném body barycentrické souradné soustavy B,
pravé kdyz vSechny jeho barycentrické souradnice vzhledem k B lezi v intervalu (0, 1),
sta¢i nam tyto soufadnice zjistit. Pro bod B uZ je mame urceny v (c), tudiz vidime, ze B

v trojuhelniku nelezi.
10
0 1 ’

Nyni podobné jako v (b) vyfesime soustavu
1 1]2-2\ (11
10 -1/ \10
odkud vidime, ze barycentrické souradnice bodu C jsou ( , %, %)T, z ¢ehoz plyne, Zze bod
C lezi uvnitf trojuhelniku B.

YV

(e) Protoze nalezeni t&Zzisté neni ni¢im jinym nez vypoc¢tem afinni kombinace se vSemi
koeficienty stejnymi, mame

w5 (0)+50)+50)- ()

(a) Afinni pfimky p a ¢ zfejmé nejsou rovnobézné, sta¢i ndm tedy napfiklad zjistit,
zda existuje feSeni rovnice

[SSIN Gl T
W =N =
=W~

(7.3l

3 1 4 4
Al +2l2)l=-2|+2(-1],
1 1 3 1
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-1 3 1
coz je ekvivalentni vektorové podmince,zda | 6 | = |4 | — —2 € LO{ 21,1 — }
-2 1 1
1 4 | -1 1 1 |-
Snadno spocitame, ze nehomogenni soustava | 2 —1| 6 ~ 1 0 3 1
1 1 (-2 0 —3]10
nema feseni, a proto jsou primky p a ¢ mimobézné.
1 4
Piimky sviraji thel ¢, ktery je urcen sméry jejich zaméfenivp = [ 2 | avg = | —1
1 1

: 3 1
cosp = Ve - Vel = =

Vel lvell v6- VI8 2v3

Nejprve spocitame vektor kolmy k obéma vektorim vp a vg a tim ziskdme zaméieni
hledané piimky. Snadno zjistime (napiiklad vyfeSsenim homogenni soustavy s ma-

1 2 1
tici ( 4 1 1) tvofenou faddkovymi vektory v a Vg), ze hledanym zaméienim je

1
podprostor LO{| 1 |}. Nyni potfebujeme najit pruseciky hledané kolmé piimky
-3
s mimobézkami p a ¢, coz lze formulovat jako feseni rovnice
3 1 4 4 1
41 4+x |2 — 2| +y| -1 =z 1
1 1 3 1 -3
Ta vede na nehomogenni soustavu
-1 4 1 ]|-1 1 0 0f-2
-2 -1 1] 6 ~1010]-11],
-1 1 =-3|-2 0 0 1] 1
x -2
jejimz jedinym fesenim je |y | = | —1 | . VSimnéme si, Ze podminka 2z = 1 k3,
z 1

ze se jednalo o mimobé&zky (zjevné nejsou rovnobézné a to, Ze se protinaji je ekvival-
netni podmince z = 0). Tedy priise¢ik hledané kolmé pticky s pfimkou p je pravé bod

3 1 1 4 4
41 —-22] =1 0 | aprisecik s primkou ¢ je prave bod | -2 | — 1| -1 ]| =
1 1 —1 3 1

0 1 1
—1 |. Hledanou kolmou pticku miizeme zapsat ve tvaru | 0 | + LO{ 1 }
2 -1 -3
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(d)

Vyse jsme uz nasli priseciky primek p a ¢ s kolmou prickou, nejkratsi vzdalenost
primek p a ¢ je pritom rovna praveé vzdalenosti téchto dvou prisecikii. Navic z vek-
torové rovnice v uloze vidime, Ze tato vzdalenost je rovna pravé velikosti vektoru
1 1
z| 1 |. Tedy vzdalenost piimek p a ¢ je 1 = V/11.
-3 -3

2 1 2
) 1 , 3 0 2
Barycentrickou soustavu vidime hned ze zadani, B, = sl 1ol |2
1 3 4
2
Pro D; zvolime jeden z bodi, napft.: g , a zbylé vezmeme jako koncové body
1
vektori, které maji pocatecni bod v nami zvoleném bodé, tzn.:
1 2 4 2 2 0
ol 3] _12 21 (3| _14
0 21 |3 ’ 2 21 10
3 1 2 4 1 3
Vektory jsou LN, tim padem je milzeme povazovat za bazi prislusného prostoru.
2 4 0
S . ) 3 2 4
Ziskévame soustavu souradnic S| = ol 13l ]o
1 2 3

Pro D, vypadaji souradnice nasledovné:

SQ_ VAN BQZ

— =

N "SI I

— =

— NN
+

— = =

N W W N

Pro D3 nejprve musime nalézt jedno feseni nehomogenni soustavy a poté mnozinu
vsech feseni homogenni soustavy.

1 00 2[4 1 00 2[4 N
300 2|3 000 1|1
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je Tesenim nehomogenni soustavy. Baze feseni homogenni soustavy je:

o O = O
O = O O

Soustavy vypadaji nasledovneé:

2 0

53: VAN BSZ

o~ oo
— o O N
— O = Mo
— = O N

0 1
O1710]"
1 0

Pro ziskani parametrického vyjadfeni vyjdeme ze soustavy soutadnic S z cviceni (a).

2 4 0 2 0 0

- 3 2 0 1 0
Ci-li Dy = 9 + LO sl lo a pro D3 = 0 + LO ol |1
1 2 3 1 0 0

Linearni obal miizeme brat jako mnozinu vsech feseni homogennich soutradnic, tudiz
hledame matici, ktera spliuje dané reseni. Pro D:

3 3
4 2 3 2|0 3 0
(0 40 30) ~ o] |1
1 0
. , .. 01 v , ..
Nami hledana matice je (3 1 0) . Obecné vyjadreni pomoci rovnice je ve tvaru

ziskavame pravou stranu. Rovnicové vyjadieni D,

3
0
2
) 3
Axr = b, dosazenim bodu 9
1

vypada nasledovné:

B 43301y , (1
Dl{AeZ5](3 50 0) A(g)}.

Pro D, postupujeme obdobné, hledame feSeni homogenni soustavy, tentokrat s ma-
tici (1 2 2 1). Obdrzime tii vektory, které zapiseme do fadkd matice a nasledné

1
dopocitame pravou stranu dosazenim do Ax = b za x bod 1 . Rovnicovy tvar pro
1
3100 4
Dy=3SAcZI|3 01 0| A=[4
4 0 0 1 0



(d) Pro uréeni podprostort jako afinni kombinace bodt vyuZijeme barycentrické soustavy
soutfadnic, které jsme ziskali ve cviceni (a). Pro Dy a Ds plati, Ze

Dy = AO{Bs} A Ds= AO{Bs)}.

(e) bod B nelezi a bod C lezi ve ¢tyfsténu B.

Nadrovina v R* je podle definice libovolny podprostor dimenze 3, coz mnozina feseni
spliiuje. Rovnobéznost nastane pouze pro a = —8.
rdrd

Oba maji dimenzi 2. Rovnicova vyjadieni maji tvar

0 -1 1 0]10 -1 3 40
Dl‘(2—10114)’ D2'(

. 2
o v/ . 2
- _3 0 2|61 ), prusecik: I

Rovnice afinniho zobrazeni ma tvar f(X) = AX + p. Nalezeni matice A je elementarni

uloha z linedrni algebry (matice zobrazeni, kdyz jsou zadany obrazy né&jaké béze).
1 —4
=% )

M’:A~M+p:>p:M’—A~M:<1>

3
Matici A a vektor p jsme nalezli. ReSeni mfizeme zapsat:

, (1 —4 1
= (% 0)xe ()
pripadné:

¥=x—4y+1
/ —

Yy =—-2x+3
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Podrobnéjsi elementarni feSeni: Pokud A = (
, 1 -7 1 a+2b= -7
twm=a (o) =(5) = 0 )(2) ()w:_a
o 1y (1 1 1 a=1
v (o) = () = (00)-0) - (B) =225

=20=-8=b=—-4d=0= A= ( >

M =A-M+p=p=M-A-M= <_33) - (—12 0 > <1> B (_33> - <_04) - @)

Nalezeni matice zobrazeni f je mozno udélat podobné jako v tloze[8.1] protoze rozdilové
vektory vzorl se musi matici zobrazit na rozdilové vektory obraz.

Nize si rozepiSeme podrobnéjsi elementarni feseni. Budeme pracovat se zobrazenim f :

2\ (a b ), (¢

y ) \cd Y )
Nejdrive popiseme po fadé zadané body jako U, V, W a zjistime, jak zobrazi f rozdilové
vektory.

W—U:(Qai_ll)>:(_31)sezobrazina(lz__i):(;‘))a
wov (20 ) = (1) s ([74) - (2).
¢

\_/

/
Pti dosazeni do ( Z, ) = CI; ) ( Z ) ziskame soustavu rovnic.
1=-3a—-0
b=3c—d
3=a+b
T=c+d

Po vyteseni soustavy rovnic zjistime, ze

(ca)=(7)

Pro ziskani e, f stac¢i dosadit jen jeden bod a vyjde nam, ze
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x’ 1 2 T 5 o o . .
I ( Y ) = ( 3 4 ) ( Y ) + ( 6 ) . Je mozné priklad fesit dosazenim bodl a ne

vektorii.Poté ale vznikne Sest rovnic s Sesti nezndmymi. Stejnym zptisobem zjistime f~1,
kde musime pouze zaménit vzory a obrazy a vysledkem bude

= [ 2 1 A 4
\y ) T \32 —172 )y ~9/2
Vzhledem k tomu, Ze je matice regularni, jedna se o afinitu.

8.3l

1. Urceni obrazu bodu a vektoru pomoci afinni kombinace bodii a linedrni kombinace
vektori

Protoze afinni zobrazeni zachovava afinni kombinaci bod, mtizeme obraz bodu najit
timto zptisobem. Vyjadiime si bod X = (3,1, —2)T pomoci ostatnich bodt. Oznacime

2 1 0 1
body A=1|1|,B=[0],C=|1],D=|1].Pak bod X miizeme zapsat
-1 2 1 1

jako:
X=MA+ B+ \C+\D,

navic jesté
M+ A+ A3+ =1,
Miuzeme si \; vyjadrit jako Ay = 1 — Ay — A3 — Ay, zbyva tedy vypocitat pouze 3
neznamé.
X=A+XB-A)+X(C—A)+\D-A)
(1,0, =1)" = Aa(=1,-1,3)" + A3(—2,0,2)" + Ay(—1,0,2)"
Z toho dostavame 3 rovnice o 3 neznamych:
1:—)\2—2)\3—)\4
O - —)\2
—1 =3 2+ 2)\3+ 2\

Dopoditame, ze Ay = 0, A3 = —%, A4 = 0 a nakonec A\ =1 — (—%) = %



Obdobné vypoditame i obraz vektoru (3,1, —2)T jako linedrni kombinaci vektori.

v=aB-A)+3(C—-A)+~D-A)
(3,1,-2)" = a(~1,-1,3)" + 3(=2,0,2)" + v(—1,02)"
—+3=—a—-28—-v
l=—«
—2=3a+28+2y

Paka:—l,ﬁz—g,fy:?)atedy

-1 2,0 0
== (01) =3 (5) +0 (%)
()= )
& 5
2. Urceni obrazu bodu a vektoru pomoci sestaveni matice zobrazeni
Nejprve ur¢ime obrazy tii vektortt pomoci zadanych bodt a jejich obrazi.

T =7\ 1] é =/ 4 :@‘@:G)
Flva) =T i) (}) =7 _32 :(:13)‘<—11):<2>
D) ()-0-0-0

Hled4me matici A asociovaného homomorfismu f, ktera spliiuje AB = C, kde ma-
tice B obsahuje ve sloupcich vektory vi,va,vs a matice C' ma ve sloupcich jejich
obrazy. Z toho tedy vidime, ze matici asociovaného homomorfismu A nalezneme jako
A=CB™%

1 0

-1
A R
-1 -2 —

0 1 0
A:<2 ~1 0)

Protoze plati f(X) = AX +p a f(v) = Av, matice A je matici homomorfismu f
stejné tak jako matici asociovaného homomorfismu f. Dosazenim libovolného bodu
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ziskame vektor posunuti p.
2 D 1+p 1
A1 1 +(") = L) —
1 (pz) <3 + p2 3
(0
P=\o

Nakonec vypocitdme obraz bodu (3,1, —2)7 a vektoru (3,1, —2). ProtoZe je vektor
posunuti nulovy, hodnoty pro obraz bodu a vektoru se budou shodovat.

f((37 L, _Q)T) = (1’ 5)T
?((37 L, _2)T) = (17 5)T

Prvné nalezneme matici A asociovaného homomorfismu f vzhledem ke kanonické bézi.
Oznacme B matici, ve které se ve sloupcich nachézeji vektory baze B. Pak matici A ziskdme

jako A = BAB™!.
G (35 (3 “1\ (3 5\_ (-4 37
4.6)\2 2 2 -3 —56 48
Vime, Ze plati f(X) = AX 4+ p a f(v) = Av. Tzn. ndmi vypoctena matice asociovaného
homomorfismu f je také matici homomorfismu f. Dosazenim f((1,2)) = (5, —8) snadno

dopocitame vektor p
Py —26
p2)  \—48

5 _ (—43 37\ (1), (m
—8) = =56 48/ \2 D
Nyni jiz sta¢i uréit obraz bodu (3, 4) dosazenim do pfedpisu f(X) = AX +p za proménnou
) _ (—43 37\ (3, (—26) _ (-7
2 ) =\ 56 as) \a) T ag) = (o4
Ziskavame, ze f((3,4)) = (=7, —24).
Parametricky:[2, 2] + s(4,1)T, rovnicové: z + y = 4.

8.7
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Vektor n = (1,2)7 je normalovy vektor zadané piimky a proto u = (—=2,1)7 je jeji
smérovy vektor. Projekce kanonického vektoru e; na vektor u mé tedy (uZitim vlastnosti

skalarniho souc¢inu) tvar

e;-u 1 T
T 75

Analogicky projekce vektoru es na vektor u vyjde % - (=2,1)T, proto matice piidruzeného
homomorfismu afinni projekce bude mit tvar

L1 =
5 \—2 1

Na pifmce lezi bod (—3,0)7, ten tedy musi byt v afinni projekci samodruzny. Tento
bod se prislusnou matici asociovaného homomorfismu zobrazi do bodu % -(=12,6)T Vektor
posunuti afinni projekce musi tedy mit tvar

=3\ 1 (=12 1 /=3
0 5 6 ) 5 \-6)’
dostaneme tedy feseni

(Y _ 14 =2 T\ 1/ -3
"\y )75\ -2 1 )J\y) "5\ -6)
Pfimym vypoctem ovéiime, ze mo m = 7.

AT _ o9 TA _ _2 ST _ 1 1 3
ﬁ_z’AB_ 3’TB_2’S_4A+ T

8.9

8.10

Oznacme a, b, ¢ barycentrické soutadnice bodu X v afinni bazi (ABC). Pro pfehlednost
budeme vici afinni bazi (ABC) znacenim Y = (z, y, z) myslet, Ze bod Y mé barycentrické
soufadnice x, y, z az na nasobek, tj. ze plati

T Y z
rT+y+z r+y+=z rT+y+=z

Snadno ur¢ime, ze

P =(0,b,¢), Q=(a,0,¢), R=(a,b,0),

proto

AX b+c AR b AQ
XP « ' RB a

takze
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coz jsme meéli dokazat.

9. 1]

a) Parametrizace AB: napf. t1(1,2,3) +t2(3,2,1).

Lezi-li bod na primce, pak plati ﬁ~A = 0. Zaroven musi platit ﬁ A =0, ﬁ ‘B =
0, AB-C=0

1 2 3 0o 1 2 1 11
321 |~10 -1 =2 ]~(012
1 11 1 1 1 000

Mizeme také dvéma body prolozit piimku a zjistit, jestli tifeti na této piimce lezi.
Duélni soufadnice AB = (1, —2,1)*.

b) Primnik dvou pfimek se pocité stejné jako spojeni dvou bodt a to fesenim soustavy. Bod
D vypocitame jako prunik pfimek (1,-2,1)* a (1,2, —5)*

1 -2 1 1 -2 1
1 2 =5 0 4 -6

Vysledny bod D = (4, 3,2).
Dvojpomér vypocitame z definice.

c=ay-a+p-b
d:ag-a+ﬁ2-b

1 1 3 4 1 3
Tedy 1 = Qg - 2 +51 2 s 3 = Q9 2 —Fﬁg 2
1 3 1 2 3 1
1 1 1 5
041—717042 1751—1752—1-
:041'52_1
az- B 5

¢) Oznacme (A,B,C,D) =y
(A,B,D,C) = u~! z poznamky 4.8.
Stejné tak
(B,A,C,D) = ;!
(CBAD) =1—(1— )"

a0



d) Ozna¢me E = (e1,eq,e3)7. (A, B,C,D) = g;—gf = —1. 7 predchozi ¢asti uz vime
1.
ay = fy = 1. sz—é;:—l,azz—@
€1 1 3
€9 = Q9 2 — Q9 2
€3 3 1
€1 —2
Tedy | e2 | =az| O aE=(1,0,-1)T
€3 2
9.2]

a)

Piimky i body jsou dany uspoifadanymi trojicemi ¢isel ze Z, az na nasobek, tudiz jich
bude stejné. Bodem (1,0,0)” prochézeji pravé piimky

(0,1,0),(0,1,1), (0,1,2), ..., (0,1,p—1), (0,0,1),

Tudiz celkem p + 1 pfimek. Z duality projektivniho prostoru a nezavislosti Zf; na volbé
baze pak kazdym bodem prochazi pravé p+ 1 ptimek a na kazdé piimce lezi prave p+ 1
bodi. Skrze kazdy z p+ 1 riiznych bodi na pevné zvolené pfimce pak vede p+ 1 pfimek,
kde pravé jedna je pro vSechny body spolecna. Rychlym pouzitim principu inkluze a
exkluze zjistime, Ze je to pravé (p+1)2 — (p+ 1) + 1 = p? + p + 1 piimek. Celkem m4
tedy rovina p? + p + 1 bodi#l a stejny podet piimek. Na kazdé piimce lezi p + 1 bodii a
kazdym bodem prochézi p + 1 primek.

Vsechny podprostory LO(A,B) kromé samotného LO(A) jsou generovany vektory
tvaru A + tB, kde t € Z5. Celkem tedy ziskavame 6 bodi

AB = {(1,2,3)7,(4,3,0)7,(2,4,2)*,(0,0,4)", (3,1, 1)%,(3,1,2)"}.

Priisecik je pak snadnym ovéfenim bod P = (0,0, 4)7. Soufadnice bodti jsou homogenni
(az na nasobek ¢islem ze Zs).

Vsechny body lezi na primce AB, takZe dvojpomér existuje. Mame postupné

P=2-A+1-B, X=1-A-1-B

takze po dosazeni do vzorce pro dvojpomeér dostaneme

(A,B,P,X) = 5 R —
takze (A, B,P,X) = 2
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9.3| Hleddme matici transformace: A = Z

b
d
Zadané body (ozna¢me je A = ( ) ( ) ( )), jsou reprezentovany homo-

genné (az na nenulovy nésobek) a totéz plati i pro jejich predepsané obrazy i pro matici
hledaného zobrazeni. Tato uloha by pfimocarym zptsobem vedla na soustavu 6 rovnic o 7
neznamych.

Vypocetné jednodussi je vSak vzit jiné vektorové zastupce zadanych bodi, aby platilo

A’'+ B’ = C/, napiiklad volme A’ = (3), B = (3), C = (g) a stejny vztah musi platit

: . Ly o , . (2 4 , o
i mezi vhodnymi zastupci predepsanych obrazii ( 6 + 9) = 165 . Poté postaci nelézt

.. L . 4 2 , y 2 4 .
matici A linearniho zobrazeni tak, aby A <O> = (6) a zaroven A <3> = (9) To je
1 2
3 4
nasobek této matice a proto neni diivod ponechavat zlomky a jako feseni pouzijeme matici

=6

Nyni nalezneme vzor bodu F(D) = (i) . K tomu potfebujeme vypocitat inverzni matici

o= 2)= 0 ()-()-»

Chceme vypocitat dvojpomér (A, B, C, D), potfebujeme tedy nejprve vyjadrit body C

zékladni tloha z LA a feSenim je matice A = . Zaroven ale miizeme vzit libovolny

matice A.
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a D pomoci bodu A a B.
C :alA—i—ﬁlB
2 1 2
(2) = (0) +2 ()
— +252 =2
301 =1
4 1
=S = — I
631 3761 3
D :()42A+62B
1 1 2
(1) = (0) ()
—ag + 28, =1
302 =1
= L Ié;
o —= — =
2 37 2

1
3
(A,B,C,D):O‘?'ﬁ1 — 33 _

ay - Bo B
Nyni najdeme dvojpomér bodi po transformaci.
r_ _ (1 L _ (8 r_ (4 r_ (3
wems (D) means(B) o-(f) we()
! 4 o 1 / 8 / _% [
C - (10) =0 (3) +ﬁ1 (18) _>a1 - 37 ﬁl -
I 3 o 1 / 8 / _1 [
D = <7> = (3) + By (18) — Gy = 3’ By =
Vsimneme si, ze vysly stejné koeficienty jako pred transformaci. Tedy:

1
(A'7 B? C7 D) = (A'/’ Bl? Cl? D/) = Z

W=
Wl
—_

ol
Wl
|

Wi—

9.4
a) Kvadratickou formu, kterou je kuzelosecka reprezentovana, zapiSeme pomoci matice:

2 -2 -1

-2 1 3

-1 3 =3
Pomoci Gaussovy eliminace snadno nahlédneme, Ze se jedna o regularni matici. Spolecné
s podminkou, Ze se nejednd o prazdnou mnozinu (jelikoz kuZeloseéce nélezi napiiklad
bod (%ﬁ, —1,1)T); z toho vyplyva, Ze se jedna o regularni kuzelosecku.
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*

2 -2 -1 -3 -3
3,4,1)[-2 1 3 |=1(1 = px: 1 V. —3x1+x9+ 63 =0
-1 3 =3 6 6

¢) Tetny z bodu X ke kuzeloseéce ziskdme jako piimky prochdzejici bodem X a vzdy
jednim z prisecikti polary a kuzelosecky Q).
px NQ:
—3r1+ 29 +6x3=0 = 9 =31 — 623

Qx% —4xix9 + x% — 2x123 + 61073 — 3x§ =0

Po chvili poc¢itani dojdeme k rovnici o dvou neznamych.
—2% +dxyx3 — 313 =0

Volbou z3 = 1 ziskavame
Body priniku ozna¢me T, U. Z posledni rovnice vidime, ze 1, = 1, 27 = 3. Dopoc¢itanim
soufadnice x5 z prvni rovnice ziskavame souradnice bodt T, U.

—~
I
[
w0
c
I
— W W

Bod X nenalezi kuzelosecce @) tudiz existuji dvé rizné tecny, oznacme t; =< TX, t; =< UX.
Pomoci feSeni soustavy nalezneme soutradnice danych tecen.

7 * *
—% =7
- (3 4 1 1 -3 1 A3
1 13
V rovnicovém tvaru t; : —7x1 + 225 + 1323 = 0.
3 4 1 3 4 1 3
A I I RN B ) B
1 3
V rovnicovém tvaru ty : —x1 + 3x3 = 0.

d) e BodXer:
Zapisme r ve tvaru rovnice. Pokud bod X nalezi dané pfimce, bude rovnost spl-
néna.
T1 + 29 — Tx3 = 0, dosadime bod X = (3,4, 1)7,

3+4—-7=0.

54



e Prinik Y pfimky r a polary px (Y =rnNpx):

1 1 =7 11 -7
-3 1 6 0 4 -15

Volbou za x3 = 1 obdrzime priisecik pfimek py a r:

13

13 13
Y=[2]|~[15

1 4

e Nyni vypoéitdme prinik pifimky r a kuzelosecky @) (opét pomoci dvou rovnic,
naslednou volbu provedeme pro z; = 1).

T+ 29— Tr3=0 — x1="7Tr3— T2

21‘% —4dxixy + x% — 21173 + 620003 — 31‘% =0

Po upravach, volbé za zo = 1 a dopocitani jednotlivych souradnic dosdhneme bodi
pruniku, které dle zadani oznacme A, B.

4

. 4 2 22
A=[1]~13], B=[1]|~ 27

3 1 % 7

e) Z definice ovéfime, ze body X,Y, A, B tvofi harmonickou ¢tvefici. Pro jednoduchost
vyjadfeni zvolme body Y, B, které vyjadiime pomoci ostatnich bodt (X, A). Z tohoto
diavodii se z (X,Y, A, B) stavd dvojpomér (B, Y, A, X). Pro tuto konkrétni permutaci
bodu plati (X,Y,A,B) = 1— (B,Y,A,X). ZapisSme tedy body Y,B jako linearni
kombinaci bodu X, A.

Y=3-X+1-A
B=6-X+1-A
7 toho vyplyva dvojpomér
-1
(X, Y, A,B)=1- (B, Y, A X)=1- 2—1 =1-2=-1,
hodnota dvojpomeéru je rovna —1, ¢ili body X,Y, A, B tvoii harmonickou ¢tvefici.

9.9l

Vysledky. Jedna se o regularni pfimkovou kvadriku. Te¢né rovina méa rovnici xo — 224 = 0
a tedy dudlni souradnice (0, 1,0, —2)*. Prunik je sjednoceni dvou pfimek, které je mozno
homogenné parametrizovat naptiklad jako

P 2(:1(37 _2727_1) +t2(_3727171)

Pa t1(3,—2,2,—1) + t2(1,2,2,1)
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9.6

Vysledky. Zobrazeni je v homogennich soufadnicich dano matici

3 0 2
0 —1 2
6 1 4
(a jejim libovolnym nasobkem).
9.7
Vysledky. Matice kvadratické formy
5 1 0
B = 1 1 0
0 0 =5

ma signaturu (2, 1,0). Rovnice tecny je bz + x5 — 5xs = 0, jeji dudlni souradnice tedy jsou
(5,1, —5)*. Projektivnich transformaci je vice, napfiklad ta dand matici

0 % 0

P=|1 -3 0

1

0 0 =%
1 0 0
Musi platit PP.B.P=1 0 1 0
00 -1

I1.1]
Vysledky. (62,91, —51)

9.9

Nevlastni bod primky je jeji smérovy vektor.
3 1 2 1
poa-(3)-()- () ()
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1 1
Po prevedeni do homogennich soufadnic: Py = (1|, P = | =2
0 0
Pro vypocet pruseciku si nejdiive primky vypocitame jako spojnice dvou projektivnich

bodi.
121 3 4 1 .
(3 4 1)“’(0 —9 —2);”“3:(1’_1’1)

~5 —11 1 .
( Ly O)::>%7_(2,L21)

Nakonec protneme tyto dvé spojnice v priseciku P

22

-1 1 -1 -1 1 -1 B 1 /-22
(2 1 m)”(o 3 w)Z’P: i? n%OPZE(—w)
10.2) % = § Tedy =5 = 1 a 22 = 1 7 Gehoi ziskime z, = 2, 2, = 2
3 4 1
X=(f4)=-A+:-B
(B) =583

Nevlastni bod primky AB je roven jejimu smérovému vektoru a jeho tfeti souradnici
r3 bude 0. Usecka lezi na piimce 2z +y — 5 = 0. Smérovy vektor tsecky je tedy (1, —2).

Y = (1,-2,0)"

K vypocitani dvojpoméru potiebujeme oy, s, [y, Bo.
a1, (1 uz mame vypoctené z prvni ¢asti, kde jsme hledali jejich kombinaci pro vypoci-
tani bodu X.
X =y - A+ - B. Z ¢ehoz zjistime, ze ap = 5, B2 = —3
s - P /2 - 1/5 1

A'B X)Y) = = - _Z
( T ’ ) O[l'ﬂg ]_/5 . —1/2 4

Ulohu mtizeme Fesit tfemi zptisoby - pomoci dvojpoméru nebo pomoci projektivniho
zobrazeni fotografie do reality. Na obrazku si lampy v realité ozna¢ime po radé zleva A, C, D
a pozici, kde stoji chodec B. Obdobné, tedy po fadé zleva do prava, oznac¢ime i lampy na
fotografii A, C’, D" a chodce na fotografii B’. Vzdélenost chodce od prvni lampy v realité
oznacime x.
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1. zptisob Teseni:
<A7 Ba O? D) = (A/7 Bla Clv D/)
AC BD A'C' B'D
CB DA C'B' DA

50 100—z 6 5
50—z 100 3 8
100 —2z 5
100 — 2z 4
400 — 4z = 500 — 10z
100 50
1= =5 ~ 16,67

2. zpiisob Feseni: Pomoci matice transformace jako v tiloze 9.3, kde F'(1,0)T = (1,0)%,
F(1,6)" = (1,50)7 a F(1,8)" = (1,100)".

3. zptisob feseni: Projektivni zobrazeni na piimce lze psat jako f(t) = Zfis Vime, ze
£(0) =0, £(6) =50 a f£(8) = 100.
b
fO)==-=b=0
d
6a 25
6) = =50=a=250 —d
1) = 5ora @ =2t
8a 25
8) = = 100 = 100 —d
/8 8c+d - ¢t 2
2 2
50c + —5d: 100c¢ + ;d:> d=—12c = a = —50c
Za c zvolime 1, takze f(t) = 2%
—-50-3 =150 50
1@3) 3—12 -9 3 ’
10.4]
Vysledky. f(x) = fﬁ, kofen jmenovatele je mimo [0, 1], funkce je na tomto intervalu

hladké a rostouci.

[M1.1] Na kuzelosec¢ku zadanou rovnici
2 —2ry+4r —6y+9y°+7=0
aplikujeme homogenizaci. Po homogenizaci obdrzime kuzelosecku, kterou zapiseme pomoci
jejl matice.
17 — 20129 + 42123 — 62923 + 25 + T3 =0
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1 -1 2
K=|-1 1 -3
2 -3 7

Gaussovou eliminaci snadno nahlédneme, Ze se jedné o regularni matici, a ze se také nejedna
o prazdnou mnozinu (naleZ ji napf. bod (1,2,1)7 ze zadani).

Pro zjisténi afinniho typu kuzelosecky staci zjistit pocet realnych nevlastnich bodii.
Cili fesime p¥ipad priniku piimky a kuzelosecky. Nevlastni pfimka je zad4dna soufadnicemi
(0,0,1)*T) nebo rovnici z = 0. Dosazenim do rovnice kuzelosecky z = 0 obdrZzime

(x—1)>=0.

Z tohoto je ziejmé, Ze zadand kuZelosecka mé pravé jeden (dvojnésobny) prisecik s ne-
vlastni ptimkou (bod (1,1,0)7), z ¢eho# vyplyva, Ze se jedna o parabolu.

Teénu v bodé (1,2,1)%:
Dosazenim soufadnic bodu do rovnice kuzelosecky vyplyva, ze dany bod je bodem kuze-
losecky. Pro nalezeni te¢ny v tomto bodé vyuZijeme predpis XTKY = 0, kde K je matici
kuzelosecky a bod Y je bodem, ve kterém hledame tecnu.

*

1 -1 2 1 1
-1 1 -3 21 =1-2 = x1—2r9+3x3=0
2 -3 7 1 3

V kartézskych soutradnicich je te¢na dana rovnici x — 2y 4+ 3 = 0.

Sestavime matici kuzelosecky:

1. Polara bodu (2,2)T:

Bod ptevedeme do homogennich soutadnic: P = (2,2,1)7

— poléra bodu je dand vztahem mp : (KP)? (21, 29, 23)T =0

1 =3 0\ /2 —1
KP = —g 1 0 21 =1[-1
0o o0 1/ \1 1

smp:r+y—1=0

2. Pél primky x —y —2=0:
Koeficienty piimky: k= (1,—1,-2)T
= pdl pifmky je bod: X = A~k
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— pdl v afinnich soufadnicich: (-3, 1)”

3. Smér sdruzeny k v = (1,2)7:
Sméru v odpovida nevlastni bod V = (1,2,0)7

— jeho poléra je dana rovnici (K'V)T (21, 29, 23)T =0

N |
[a] S

— polara: —21:1—1—%1:2 = 0 — y = 42 = tato pfimka prochézi nevlastnim bodem (1,4,0)”

= smér (1,4)7 je sdruzeny se smérem (1,2)7
sdruzeny smér (1,4).
Na kuzelosecku i na primku aplikujeme homogenizaci. Kuzelosecka nasledné piejde

ve tvar:
2 2 2
] + T179 + 75 + 20173 + 3w273 — 325 = 0,

zapsano matici jako

1
R
R
N A
M

a pfimka ve tvar:
3xr1 4+ 3xy — T3 = 0.

Pro nalezeni tecen rovnobéznych s danou primkou je tfeba nejprve nalézt nevlastni bod
dané pfimky. Ten vypocitame jako prinik nevlastni pfimky (x3 = 0) se zadanou piimkou.
Dosazenim z3 = 0 do rovnice pfimky obdrzime rovnici o dvou neznamych

3l‘1 + 31‘2 =0.
Tuto rovnici splituje napiiklad bod (1,—1,0)7 ozna¢me si ho jako N. K bodu N nyni
dohleddme polaru pomoci vztahu N7 KX = 0.
3 1

~ | -1 - Ty —x9—23=20

N =

(1,—1,0)

)

1
2
1
3
2

|
w
|
D[ =0 =
|
[y
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Body dotyku (ozna¢me T, T) nami hledanych tecen jsou body priniku praveé vypocitané
poléary a kuzelosecky. Z rovnice polary si mtizeme snadno vyjadrit napiiklad neznamou z;
a nasledné ji dosadit do rovnice kuzelosecky. Ekvivalentné to znamena, ze a feSime rovnici

To + x3
(x9 + 3,29, x3) M T =0
T3

Po nékolika tpravach obdrzime jednu homogenni rovnici o dvou neznamych

$2<3l’2 + 8%3) =0

Tato rovnice je splnéna pro x5 = 0 nebo x5 = —%xg. Z tohoto jiz snadno nahlédneme, ze

body dotyku budou mit napiiklad soutadnice T = (=5, —8,3)" a T = (1,0, 1)7.
Tecny ziskdme jako piimky urcené jednotlivymi body dotyku T, T a bodem N.

Tecna <> TN:
1 -1 0 1 =1 0
-5 -8 3 0 —13 3
3 *
Tato soustava napfiklad uréuje soutadnice ptimky (teény) [ 3 | , coZ mizeme v kartéz-
13
skych souradnicich zapsat rovnici 3z + 3y + 13 = 0 s bodem dotyku T = (—g, —%)T.
Tecna <» TN:
1 -1 0 1 -1 0
1 0 1 0 1 1
1\~
Tato soustava naptiklad urc¢uje souradnice pfimky (teény) [ —1 | , coZ mizZzeme v kartéz-

1
skych soufadnicich zapsat rovnici —x — y + 1 = 0 s bodem dotyku T = (1,0)T.

11.4]
5 12 —18
a) Matici zadané kuzelosecky je B=| 12 75 3
—18 3 1

Kolmé sdruZené sméry nalezneme pifmo fesenim rovnice (s,¢,0)B(—t,s,0)T = 0, nebo
5 12
12 7

Osy urc¢ime jako jejich polary, pfipadné elementarnéji s vyuzitim stfedu nasledovné.
Osy budou tim padem ve tvaru -6z +y+a=0ax+6y+b=0

také jako vlastni vektory matice ), jedna se o sméry (—6,1) a (1,6).

5 12 —18 51
Stred muzeme zjistit pomoci feseni S = | 12 75 3 s | =
-18 3 1 S3

_ o O
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Po dosazeni stfedu S = (_61

) ziskame obé osy.

op: x+6y=0,00: 6z—y—37=0

7 13 21
b) Matici zadané kuzelosecky je B= [ 13 7 0
21 0 O

Kolmé sdruzené sméry zjistime jako v piikladé a) a dostaneme. (1,—1) a (1,1).
Osy budou tim padem ve tvaruz —y+c=0az+y+d=0

7T 13 21 S1
Stied zjistime podobné jakova) S= 13 7 0 so | =
21 0 O S3

= O O

49
Po dosazeni sttedu S = ( 481) ziskdme obé osy.
T 40

01 : x+y+%neboli20x+20y+2120, 0y : x—y—%neboli2x—2y—7:0.

11.9

a)

(2 mé nasledujici matici kuzelosecky

11 2 -2
2 14 -—14],
—2 —14 —16

sta¢i ovéfit linedrni nezavislost fadkd a nalézt bod lezici na kuzelosecce. (Alternativné
muzeme ovétit, ze kvadratickd forma dand touto matici je indefinitni.) Raédkovymi upra-
vami snadno prejdeme do tvaru, kde je linearni nezavislost vidét

11 2 -2 11 2 -2 11 2 -2
2 14 —-14|1~10 0O =30 ~10 0 =301,
-2 —14 -16 -2 —14 -16 7 0 =30

2

Na kuzelosecce lezi bod [%, —:], matice je regularni, a proto je kuzelosecka regularni.

Rovnici kuzelosecky nejprve homogenizujeme na tvar

1123 + 42175 + 1423 — 42125 — 2870m5 — 1623 = 0

a nasledné spocitame pocet prisecikl s nevlastni primkou. Nevlastni pfimka ma rovnici
x3 = 0, dostavame tedy dosazenim rovnici

1127 + day29 + 1425 = 0.
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Polozme napt. x5 = 1 a pocet prisecikii zjistime vypoctem diskriminantu vzniklé kva-
dratické rovnice

1123 + 42, + 14 = 0.

Alternativné vypocitame diskriminant kvadratickych ¢lenti pfimo, jedna se o determi-
nant hlavni podmatice 2x2 matice kuzelosecky. Dostaneme

4* —4-11-14 = —600,
tudiz kuzelosecka nema nevlastni bod a proto se jedna o elipsu.

Vypoéitame nejprve rovnici polary k elipse Q z bodu [—1,—1]. V homogennich soufad-
nicich po¢itdme s bodem (—1,—1,1)7. Tento dosadime do poloviny bilinearni formy a
vypocitame:

12 =2 -1
(z1, w0, 3)- | 2 14 —14|-|-1]=0
-2 —14 -—16 1

Polara v daném bodé ma tedy tvar

0= —11.1'1 - 23(31 - 21’2 — 14I2 - 2$1 + 2%’3 - 14LU2 + 14I3 - 161’3 = —151151 - ?)OIQ

Upravou ma rovnice polary tvar
Ty + 225 =0

Nyni vypocitame prisecik s kuzeloseckou vyfesenim soustavy a zjistime, ze body dotyku
tecen k Q z bodu (-1, —1,1)T jsou (—8,4,5)" a (4, —2,5)T. Snadno dopocitame rovnice
primek prochézejici zadanym bodem a body dotyku, vyjdou rovnice tecen

3$1+x2+4x320, $1—3$2+2$3:0.

Asymptoty neexistuji, protoze na kuzelosecce nelezi zadné nevlastni body. Stred S ku-
zelosecky je polem nevlastni primky, ktera ma rovnici z3 = 0. Tento pdl tedy ziskame
vyfeSenim soustavy

1 2 —2 0
2 14 —-14]-S={0
-2 —14 -16 1

a vyjdou ndm soutfadnice stfedu S = (0,1, 1)7.
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e) V bazi, jejiz vektory odpovidaji smértim os, je hlavni podmatice 2x2 matice kuzelosecky
diagonalni. Hledame tedy vlastni vektory matice

11 2
2 14

Alternativné bychom mohli hledat polarné sdruzené sméry, které jsou na sebe kolmé.
Tyto sméry jsou reprezentovany body na nevlastni pfimce s posledni souradnici nulovou,
mohli bychom tedy fesit rovnici

1 2 -2 —t
(s,6,0)- 2 14 —14|-(s|=0
-2 —14 -16 0

V obou ptipadech vyjdou vektory (1,2)T a (—2,1)”. Spole¢né se znalosti stiedu snadno
dopocitame, ze osy maji rovnice

—r—-2y+2=0 a —20x4+y—1=0.

Nyni vypocitame priseciky s elipsou pro nalezeni soutfadnic vrchold. Pomoci jejich
vzdalenosti mizeme poznat, kterd osa je hlavni a ktera vedlejsi.

Soutadnice vrchold vyjdou:

Y 5

SR
’ ’ 5 5

— 1
1T 57 )

SEEE VI
) 3 ’

Prvni dvojice jsou hlavni vrcholy a druha dvojice jsou vrcholy vedlejsi, odpovidajici
prvni a druhé rovnici osy elipsy.

11.6l

Vysledky. Pro p = 1 ma osa smér (1,—1) a vrchol je bod [-2, &]. Pro p = —1 m4 osa

smér (1,1) a vrchol je bod [2, &].

117
Vysledky. S = [0, 0]
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a) F(Q):2® —4day +2y* — 2y + 1 =0, md stied [—1,—1], F(S) = [0,0].

b) F(Q) : z* — 8xy — 14z + 13y* + 50y + 47 = 0, ma stied [3, —1] = F(S).

11.8]
Vysledky. a) dvojdilny hyperboloid b) elipsoid c) jednodilny hyperboloid
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