Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM202)
2. roc¢nik, letni semestr — 2. termin dne 2. ¢ervna

Pocetni ¢ast

Priklad 1. DokaZte, Ze nésledujici rovnice uréuje na néjakém okoli bodu (1,1) € R? implicitné
zadanou funkci a spocitejte jeji prvni a druhou derivaci v bodé 1: [10 body]
® +y° = 2xy.
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Priklad 2. Necht f(x,y) = T 0T (1,1), v = (12,5). [10 bodi]
ey

(a) Dokazte existenci totalniho diferencialu f v bodé a a napiste ho.
(b) Spoctéte %(a) a derivaci f v bodé a ve sméru vektoru v.
(c) Necht u € R? je nenulovy vektor. Urcete smérovou derivaci f v bodé a ve sméru u, jestlize:

(1) u svirda s V f(a) thel 180°;

(ii) w svira s vrstevnici funkce f v bodé a thel 60° (zde jsou dvé moznosti).

Priklad 3. Vysetfete nasledujici limitu (své kroky vysvétlete): [15 body]

) ln((l +w)2+y2)
lim
(2,9)—(0,0) 2] + |yl

Priklad 4. Naleznéte extrémy funkce f na mnoziné M, jestlize [15 body]

flz,y) =2yz® —day+2y a M= {(z,y) e R*: (z—1)*+4y* =1}.

Hodnoceni: Celkem bodi: 50 + 50 (pocetni + teoreticka ¢ast). Orientacéni podminky na hodnoceni:

e dobre: 25 + 25 bodu
e velmi dobfe: 32 + 32 bodu
e vyborné: 75 bodu



Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM202)
2. roc¢nik, letni semestr — 2. termin dne 2. ¢ervna

Teoreticka ¢ast

Uloha A.
(a) Definujte limitu funkce vzhledem k mnoziné. [2 body]|
(b) Definujte totalni diferencial funkce vice proménnych. [2 body]|
(c) Napiste obecnou definici metrického prostoru. |2 body]|
(d) Uvedte nutnou a postacujici podminku pro kompaktnost mnoziny v R<. |2 body]|
(e) Zformulujte Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence fady funkei. [2 body]|

Uloha B.
(a) Necht m4 funkce f: R? — R v bodé a € R? totalni diferenciél L. Napiste vztah koeficientii linearni
formy L s parcialnimi derivacemi [ a dokaZte ho. [6 bodii]
(b) Necht f, = f a g, = ¢ na mnoziné M. Dokazte, ze f, + g, = f + g na M. [6 bod

(¢) Pomoci Moore-Osgoodovy véty (zformulujte ji) dokazte,
7e stejnomérna limita spojitych funkei je spojita. [6 bod

Uloha C. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroktl. Sva tvrzeni struéné zdivodnéte.

(a) Mnozina {(x,y,z2) € R®: 2* + y* + 22 = 1} je kompaktni. [1 bod|
(b) V2 € H(Q). [1 bod]
(c) Graf Dirichletovy funkce je uzaviena mnozina. [1 bod|
(d) Obecné plati (AU B)° = A°U B°. |2 body]|
(e) Je-li f: RY — R a existuji-li parcialni derivace g—{i(a) (i=1,...,d),

potom f mé v bodé a totalni diferencial. [2 body]|

(f) Méjme funkce f,, f: [0, 1] — R spliwjici f, = f na [0, 1].
Necht jsou vSechny funkce f,, spojité v bodé 3. Pak f je spojita v 3. [1 bod|

Uloha D.  Vyberte si jednu z nasledujicich dvou moznosti.

(a) Definujte kompaktnost mnoziny a spojitost funkce na metrickém prostoru. Dokazte, Ze spojita
funkce na kompaktnim metrickém prostoru nabyva extréma. [12 bodu]

Nebo:

(b) Zformulujte a dokaZte charakterizaci (ekvivalentni podminku) kompaktnosti pro podmnoziny R
[14 body]

Pokud pouzivate néjakd pomocna tvrzeni, musi byt jasné patrné, ze znéte jejich znéni.



