Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM202)
2. ro¢nik, letni semestr — 1. termin dne 27. kvétna

Pocetni ¢ast

Priklad 1. DokaZte, Ze nésledujici rovnice uréuje na néjakém okoli bodu (0,0) € R? implicitné
zadanou funkci a spocitejte jeji prvni a druhou derivaci v bodé 0: [15 body]
or — esinyQ o esinmy — _9
Priklad 2. Necht z = arctg(z), o(r,0) = (x(r,0), y(r,0)) = (rcosb, rsinb). [12 body]

Y

(a) Necht Z = z o . Spoctéte parcialni derivace 0Z/0r a 0Z/00 (libovolnou metodou).
(b) Urcete souradnice (x1,y;) odpovidajici bodu (r1,6,) = (2,7/6). (Nakreslete obréazek!)
(c) Dokazte existenci a spoctéte gradienty VZ(r1,0;) a  Vz(xy,11).

(d) Necht u=(0,1), v = (1/2,v/3/4). Spoététe derivace podle vektoru:

0z 0
8_i(7‘1,91) a a—Z(xl,%)-

Priklad 3. VySetfete nasledujici limitu; své kroky vysvétlete: [10 body]
, VvVt y?+4-2
lim :
(2,y)—(0,0) x? +y?
Priklad 4. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce f na mnoziné R?, jestlize [13 body]

f(z,y) = 27y* + 152% + 9wy® + 22°.

Hodnoceni: Celkem bodi: 50 + 50 (pocetni + teoreticka ¢ast). Orientacéni podminky na hodnoceni:

e dobre: 25 + 25 bodu
e velmi dobfe: 32 + 32 bodu
e vyborné: 75 bodu



Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM202)
2. ro¢nik, letni semestr — 1. termin dne 27. kvétna

Teoreticka ¢ast

Uloha A.
(a) Napiste definici eukleidovské normy v prostoru R? (staéf vzorec). [1 bod]
(b) Definujte derivaci podle vektoru a gradient (funkce vice proménnych). [3 body]|
(c) Definujte vnitiek, hranici, otevienou a uzavienou mnozinu. [2 body]|
(d) Uvedte nutnou a postacujici podminku pro kompaktnost mnoziny v R¢. |2 body]|
(e) Zformulujte Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence fady funkei. [2 body]|
Uloha B.

(a) Zformulujte a dokazte
vzorec pro vypocet derivace funkce podle vektoru pomoci gradientu. [6 bod

(b) Bud (M, p) metricky prostor.
Dokazte, ze libovolna oteviena koule v M je oteviend mnoZina. [6 body

(¢) Necht (M, p) je metricky prostor, A C M.
Dokazte, ze mnozina A je uzaviena, pravé kdyz M \ A je oteviena. [6 bod
Uloha C.

(a) Necht (M, p) je metricky prostor a By = B,(x1,71), By = B,(x2,72) jsou koule v ném.
Necht B; = Bo; plyne z toho, Ze 1 = x5 a 1 = r57 Svou odpoveéd zdivodnéte. [4 body]|

(b) Budte f,,: M — R neomezené funkce a necht f, = f na M. DokaZte, Ze f je neomezena. [4 body]|

Uloha D.  Vyberte si jednu z nasledujicich dvou moznosti.

(a) Definujte kompaktni metricky prostor (mnozinu).

Dokazte, ze spojita funkce na kompaktnim metrickém prostoru nabyva extrém. [10 body]
Nebo:
(b) Zformulujte a dokazte Moore-Osgoodovu vétu. [14 bodi]

Pokud pouzivate néjakd pomocna tvrzeni, musi byt jasné patrné, Ze znate jejich znéni.



