Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM202)
2. ro¢nik, letni semestr — 0. termin dne 22. kvétna

Pocetni ¢ast

Priklad 1. DokaZte, Ze nésledujici rovnice uréuje na néjakém okoli bodu (1,1) € R? implicitné
zadanou funkci a spocitejte jeji derivaci v bodé 1: [12 body]

2y +yt -2y =0.

Priklad 2. Necht f(z,y) = exp(sinz + arcsiny), je dan bod a = (m, 3), [13 body]
a dale vektory v = (1,0), v = (0,1), w = (=2, 5).

(a) Urcete Dy a spoctéte parcialni derivace f viude tam kde existuji.
(

b

Dokazte existenci gradientu f v bodé a a napiste ho.

i O ) 0
(c) Spoctéte 671:(@), a—f(a) a a_i(a>‘

)
)
)
)

(d) Necht z = Vf(a). Uréete %L (a) a derivaci f v bodé a ve sméru z.

Priklad 3. Vysetfete nasledujici limitu: [12 body]
o my —dy+y?
lim ———~.
(@y)=(22) /T +y—2
r+y#4

Své kroky vysvétlete. Dale vysvétlete, pro¢ se omezujeme na mnozinu M = {(z,y) € R*: z +y # 4}.

Priklad 4. Nalezndte extrémy funkce f na mnoziné M, jestlize [13 body]

Flay) =2 +12 —do+4y+8 a M={(z,y) € R?: 2% + 42 < 4}.

Hodnoceni: Celkem bodi: 50 + 50 (pocetni + teoreticka ¢ast). Orientacéni podminky na hodnoceni:

e dobre: 25 + 25 bodu
e velmi dobfe: 32 + 32 bodu
e vyborné: 75 bodu



Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM202)
2. ro¢nik, letni semestr — 0. termin dne 22. kvétna

Teoreticka ¢ast

Uloha A.
(a) Definujte totalni diferencial funkce vice proménnych. |2 body]|
(b) Napiste definici limity posloupnosti v obecném metrickém prostoru. [2 body]|
(c) Definujte kompaktni mnozinu v metrickém prostoru. [2 body]|
(d) Definujte stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei. |2 body]|
(e) Zformulujte Moore-Osgoodovu vétu. [2 body]

Uloha B.
(a) Necht m4 funkce f: R? — R v bodé a € R? totalni diferencidl L. Napiste vztah koeficienti linearni
formy L s parcialnimi derivacemi f a dokazte ho. [6 body
(b) Definujte lispchitzovské zobrazeni a dokazte, ze kazdé takové zobrazeni je spojité. [5 bod]

(c¢) Zformulujte a dokazte tvrzeni o zakladnich vlastnostech otevienych mnozin (priniky, sjednoceni...).

|7 body
Uloha C. U nasledujicich mnozin rozhodnéte o otevienosti, uzavienosti a kompaktnosti (soucasti
zadani je prostor, ve kterém mnoziny uvazujeme). Zduavodnéte. [8 body
e [0,1] C RY, e QN[0,1] CR;
e ) CR?% e H{l/n: ne N}) CR;
o {(z.y) € R?: log(z” +y?) < 0} CR% o {(z,y) e R?: y =0} CR?
o {(z,y,2) e R3: 22 +94? < 1} C R3; e graf funkce f(x) = sinz v R

Uloha E.  Vyberte si jednu z nasledujicich dvou moznosti.

(a) Necht (M,p) a (N,o
na M, pravé kdyz f~

Nebo:

) jsou metrické prostory a f : M — N je zobrazeni. Dokazte, Ze f je spojita
1(G) je oteviena pro kazdou otevienou mnozinu G C N. [12 bodi]

(b) Zformulujte a dokazte charakterizaci (ekvivalentni podminku) kompaktnosti pro podmnoziny R%.
[14 body]

Pokud pouzivate néjakd pomocna tvrzeni, musi byt jasné patrné, ze znéte jejich znéni.



