Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM102)
1. ro¢nik, letni semestr — 0. termin dne 19. kvétna 2022

Pocetni ¢ast

Piiklad 1. Spoctéte (pokud existuje) limitu
esinm —e®

lim % ¢ . 20 bods
20 7 - In(1 + 22) [20 bodt

Priklad 2. Pomoci vhodné substituce naleznéte primitivni funkei:

ln2x+\/1—|—1nmdm
z-vV1+Inz .

[15 bodu]

Priklad 3. Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci kolem osy x plochy uréené kiivkou

y=Iz, xelle. [15 bodi]

Hodnoceni:

Nutné podminky na hodnoceni dobre:
e dosazeni aspon 16 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souctu aspon 42 bodu.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobrte:
e dosazeni aspon 21 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souctu aspon 56 bodu.

Nutné podminky na hodnoceni vyborneé:
e dosazeni aspon 26 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souctu aspon 70 bodu.



Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM102)
1. ro¢nik, letni semestr — 0. termin dne 19. kvétna 2022

Teoreticka ¢ast

Uloha A.

(a) Definujte symbol ,malé o“ a symbol ,~*. [2 body]
(b) Zformulujte Taylorovu vétu s Lagrangeovym tvarem zbytku. [2 body]
(¢) Definujte stejnomérnou spojitost funkce na intervalu. [2 body]
(d) Napiste tiplnou Darbouxovu definici Riemannova integralu. [5 bodu]
Uloha B.

(a) Necht Dy a D, jsou délen{ intervalu [a,b] a Ds je zjemnéni D;. Dokazte nerovnost

s(f,D1) < s(f, D2). (8 bodu]

(b) Necht g1, ¢> a f jsou funkce definované na okoli bodu a. Necht plati g;(z) ~ g2(z), * — a.
Dokazte, ze potom

flz) =0(1(2)), v > a <= f(z)=o0(gx)), x — a. [5 bodu]
Uloha C.
(a) Standardnim trikem (nebo jinak) spoctéte neurcity integral / (1+—1xQ)2 dx. [5 bodu]
(b) Necht ) # M C R. Dokazte z definice, ze sup(—M) = — inf(M). (5 bodi]

Uloha D. Vyberte si jednu z nasledujicich dvou moznosti.

(a) Zformulujte Taylorovu vétu s Peanovym tvarem zbytku a dokazte ji. K dukazu pouzijete lemmata:
e Pokud f(a) = f'(a) = ... = f"(a) =0, pak f(z) =o((z — a)"), z = a;
e Pokud P je polynom stupné nejvyse n a P(z) = 0((35 — a)"), x — a, pak P =0 na R.

Obeé lemmata dokazte. (Muzete pouzit i jind podobnd tvrzeni; pokud se tak rozhodnete, zformulujte
je a dokazte.) [16 bodu]

Nebo:

(b) Zformulujte Klicové lemma pro existenci Riemannova integralu (Bolzanovu-Cauchyovu podminku).
Necht a,b,c € R, a < ¢ < b, f: [a,b] — R. Dokazte nédsledujici rovnost za predpokladu, zZe jeji
prava strana ma smysl:

/a  Ha)di = / ) do + /  Ha)de. 12 bodi

Pokud pouzivate néjaka pomocna tvrzeni, musi byt jasné patrné, ze znate jejich znéni.



