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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 10 20 20 20 10 20 100

Źıskáno

1.[10] Spočtěte ∫
x2 lnxdx.

Řešeńı:

Integrál spočteme metodou per partes, plat́ı∫
x2 lnx dx =

∣∣∣∣u′ = x2 u = x3

3
v = lnx v′ = 1

x

∣∣∣∣ =
x3

3
lnx−

∫
x2

3
dx =

x3

3
lnx− x3

9
+ C,

kde C je integračńı konstanta. Definičńı obor integrandu je R+, primitivńı funkci jsme našli na celém definičńım oboru.

2.[20] Spočtěte ∫
ln
(
1 + x2

)
dx.

Řešeńı:

Integrál spočteme metodou per partes, plat́ı∫
ln
(
1 + x2

)
dx =

∣∣∣∣ u′ = 1 u = x
v = ln

(
1 + x2

)
v′ = 2x

1+x2

∣∣∣∣ = x ln
(
1 + x2

)
−
∫

2x2

1 + x2
dx

= x ln
(
1 + x2

)
− 2

∫ (
1− 1

1 + x2

)
dx = x ln

(
1 + x2

)
− 2x + 2 arctanx + C,

kde C je integračńı konstanta. Definičńı obor integrandu je R, primitivńı funkci jsme našli na celém definičńım oboru.

3.[20] Spočtěte ∫
e−x sin2 xdx.

Připomı́nám, že sin2 x =def (sinx)
2
.

Řešeńı:

Nejprve využijeme trigonometrickou identitu sin2 x = 1−cos 2x
2 , a poté provedeme výpočet pomoćı metody per partes,∫

e−x sin2 x dx =
1

2

∫
e−x dx− 1

2

∫
e−x cos 2xdx =

∣∣∣∣ u′ = e−x u = −e−x

v = cos 2x v′ = −2 sin 2x

∣∣∣∣
= −1

2

∫
e−x − 1

2

(
−e−x cos 2x− 2

∫
e−x sin 2xdx

)
= −1

2

∫
e−x +

1

2
e−x cos 2x +

∫
e−x sin 2xdx.

Zbývá spoč́ıst integrál
∫

e−x sin 2x dx, což provedeme metodou per partes, plat́ı∫
e−x sin 2x dx =

∣∣∣∣ u′ = e−x u = −e−x

v = sin 2x v′ = 2 cos 2x

∣∣∣∣ = −e−x sin 2x + 2

∫
e−x cos 2x dx =

∣∣∣∣ u′ = e−x u = −e−x

v = cos 2x v′ = −2 sin 2x

∣∣∣∣
= −e−x sin 2x + 2

(
−e−x cos 2x− 2

∫
e−x sin 2xdx

)
.
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Označ́ıme-li tedy I =def

∫
e−x sin 2xdx , vid́ıme, že předchoźı výpočet vede k rovnici

I = −e−x sin 2x− 2e−x cos 2x− 4I,

odkud plyne, že

I = −1

5
e−x sin 2x− 2

5
e−x cos 2x.

(Integračńı konstantu můžeme v tuto chv́ıli ignorovat, doplńıme ji až u konečného výsledku.) Dosad́ıme-li předchoźı
identitu do vzorce źıskaného v prvńım kroku, dostaneme∫

e−x sin2 xdx = −1

2
e−x +

1

10
e−x cos 2x− 1

5
e−x sin 2x + C,

kde C je integračńı konstanta. Definičńı obor integrandu je R, primitivńı funkci jsme našli na celém definičńım oboru.

4.[20] Spočtěte ∫
1

1 +
√

1 + x
dx.

Řešeńı:

Integrand je definován pro x > −1, na tomto intervalu také budeme hledat primitivńı funkci. Provedeme jednoduchou
substituci∫

1

1 +
√

1 + x
dx =

∣∣∣∣ u =
√

1 + x
du = 1

2
1√
1+x

dx neboli du = 1
2udx

∣∣∣∣ =

∫
2u

1 + u
du =

∫
2 du−

∫
2

1 + u
du

= 2u− 2 ln (1 + u) = 2
√

1 + x− 2 ln
(
1 +
√

1 + x
)

+ C,

kde C je integračńı konstanta. Definičńı obor integrandu je x ∈ (−1,+∞), primitivńı funkci jsme našli na celém
definičńım oboru.

5.[10] Na intervalu (−2,+∞) spočtěte ∫
1

x2 (x + 2)
dx.

Řešeńı:

Použijeme rozklad na parciálńı zlomky. Podle věty o rozkladu na parciálńı zlomky existuj́ı konstanty A, B a C tak, že
plat́ı

1

x2 (x + 2)
=

A

x
+

B

x2
+

C

x + 2
.

Zlomky převedeme na společný jmenovatel a výsledkem je

A

x
+

B

x2
+

C

x + 2
=

Ax (x + 2) + B (x + 2) + Cx2

x2 (x + 2)
=

(A + C)x2 + (2A + B)x + 2B

x2 (x + 2)
,

odkud plyne, že konstanty A, B a C řeš́ı systém rovnic

A + C = 0,

2A + B = 0,

2B = 1.

Řešeńım tohoto systému je zjevně A = − 1
4 , B = 1

2 a C = 1
4 , což po dosazeńı vede na integraci∫

1

x2 (x + 2)
dx = −1

4

∫
1

x
dx +

1

2

∫
1

x2
dx +

1

4

∫
1

x + 2
dx = −1

4
ln |x| − 1

2x
+

1

4
ln |x + 2|+ E,

kde E je integračńı konstanta. Primitivńı funkci jsme našli na intervalu (−∞,−2) a na intervalu (−2, 0) a na intervalu
(0,+∞), přičemž integračńı konstanta se na jednotlivých intervalech může lǐsit. Integrand neńı definován v bodech
x = 0 a x = −2, z čehož plyne, že je zbytečné pokoušet se o “navázáńı” primitivńıch funkćı tak, abychom měli jednu
primitivńı funkci na celém R.
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6.[20] Spočtěte ∫
1

(x + 1)
√
x2 + x + 1

dx.

Řešeńı:

Výraz x2 + x + 1 =
(
x + 1

2

)2
+ 3

4 je evidentně nezáporný, stač́ı tedy požadovat x 6= −1. Definičńı obor integrandu je
tud́ıž R \ {−1}. Provedeme technický výpočet za použit́ı substituce√

x2 + x + 1 = x + t,

x =
t2 − 1

1− 2t
,

dx = −2
t2 − t + 1

(−1 + 2t)
2 dt.

výsledkem je∫
1

(x + 1)
√
x2 + x + 1

dx = −2

∫
1(

t2−1
1−2t + 1

)(
t2−1
1−2t + t

) −t + t2 + 1

(−1 + 2t)
2 dt

= −2

∫
−t + t2 + 1

(t2 − 1 + 2− 2t)(t2 − 1 + t(1− 2t))
dt = 2

∫
1

t(t− 2)
dt,

posledńı integrál spočteme rozkladem na parciálńı zlomky∫
2

t(t− 2)
dt =

∫ (
1

t− 2
− 1

t

)
dt = ln |t− 2|+ ln |t|,

přepsáńım výsledku do p̊uvodńıch proměnných dostaneme∫
1

(x + 1)
√
x2 + x + 1

dx = ln
∣∣∣√x2 + x + 1− x− 2

∣∣∣+ ln
∣∣∣√x2 + x + 1− x

∣∣∣+ C.

Primitivńı funkce je definována všude kromě x 6= −1, vztah F ′(x) = f(x) plat́ı na R \ {−1}.
K výpočtu lze použ́ıt i daľśı substituce, jmenovitě√

x2 + x + 1 = x− t,

x =
t2 − 1

1 + 2t
,

dx = −2
t2 + t + 1

(1 + 2t)
2 dt,∫

1

(x + 1)
√
x2 + x + 1

dx =

∫
2

t(t + 2)
dt =

(
1

t
− 1

t + 2

)
dt,

nebo √
x2 + x + 1 = 1 + tx,

x =
1− 2t

t2 − 1
,

dx = 2
t2 − t + 1

(t2 − 1)
2 ,∫

1

(x + 1)
√
x2 + x + 1

dx =

∫
2

t(t− 2)
dt =

∫ (
1

t− 2
− 1

t

)
dt,

př́ıpadně √
x2 + x + 1 = 1− tx,

x =
1 + 2t

t2 − 1
,

dx = −2
t2 + t + 1

(t2 − 1)
2 ,∫

1

(x + 1)
√
x2 + x + 1

dx = −
∫

2

t(t + 2)
dt =

∫ (
1

t + 2
− 1

t

)
dt.
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