
Př́ıklady na 5. týden

Funkce komplexńı proměnné III

Cauchyova věta

1. Vypočtěte integrál I =
∫

ϕ
|z|zdz, kde ϕ je záporně orientovaný obvod

jednotkového polokruhu {z ∈ C; |z| < 1, Im z > 0}.

2. Vypočtěte I =
∫

C
zezdz
z2+4 . kde C je kladně proběhnutá kružnice o středu 2i

a poloměru 2.

3. Spočtěte
a)

∫
|z+i|=3

sin z
z+i

dz

b)
∫
|z|=2

ez

z2−1dz.

4. Spočtěte 1
2πi

∫
C

ezdz
z(1−z)3 , je-li C kladně orientovaná kružnice o poloměru 3

2

a středu 2.

5. Nechť funkce f(z) je regulárńı v pásu −a < Im z < a a vyhovuje podmı́nce
f(z) → 0 když z → ∞, −a < Im z < a. Dokažte, že když

∫ ∞

∞
f(x)dx kon-

verguje, pak pro každé α ∈ (−a, a) integrál
∫ iα+∞

iα−∞
f(x)dx také konverguje

a jeho hodnota nezáviśı na α.

6. Dokažte:
Je-li f spojitá v oblasti 0 < |z − a| ≤ r0, 0 ≤ arg (z − a) ≤ b, kde r0 > 0,
0 < b ≤ 2π a existuje-li vlastńı limita limz→a(z − a)f(z) = A, potom
limr→0+

∫
Cr

f(z)dz = iAb, kde Cr je kladně proběhnutý oblouk kružnice

|z − a| = r, vyťatý úhlem 0 ≤ arg (z − a) ≤ b.

7. Spočtěte (použijte předchoźı př́ıklad)
a)

∫ ∞

0
sin x

x
dx

b)
∫ ∞

0
1−cos x

x2 dx.

8. Na okoĺı 0 rozviňte v mocninnou řadu a najděte poloměr konvergence
a) cosh2z b) 1

az+b
, b 6= 0.

9. Na okoĺı 1 rozviňte v mocninnou řadu a najděte poloměr konvergence
a) z

z2−2z+5 b) sin(2z − z2).
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