MAF 033, ZS 2006-2007 Zapoctovy test B 20. prosince 2006

Jméno a ptijment:

Skupina:
Priklad 1 2 3 4 Celkem bodu
Bodu 5 8 8 11 32
Ziskano

[6] 1. Najdéte ndsledujici primitivni funkei

1
—d
/1+e2-f !

Urcete definiéni obor puvodni funkce i primitivn{ funkce a zjistéte, kde plati vztah F'(z) = f(z) (ne-
uvazujte jednostranné derivace). PouZzijete-1i néjakou vétu o substituci, nezapomente ovérit jeji predpoklady.

Reseni:
Funkce 1 + €2 je vzdy kladnd, ve jmenovateli tudiz nemuze byt nula a integrovana funkce je defi-
novana pro kazdé x € R.

Provedeme technicky vypocet.

1 1 1 1 1 1
=— | ——dy= = - — —— |dx
2 14+yy 2 y 14y

1 1 1
=3 (Inly| —In|14+y|) = 3 (In[e**| —In|1 +€**|) =z — 51n\1—|—621|.

1 Yy — 6230
/ 14 e2® do = 'dy = 2e*dx = 2ydx

Celkem tedy

1 1 .

Primitivn{ funkce je definovéna pro viechna x € R, vztah F'(x) = f(z) plati pro vSechna = € R.
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[8] 2. Najdéte nésledujici primitivni funkei
/:c sin(ma) cos(nz)dz,

kde m, n € N, m # n.

Urcete definién{ obor puvodni funkece i primitivni funkce a zjistéte, kde plati vztah F’'(x) = f(z) (ne-
uvazujte jednostranné derivace). Pouzijete-1i néjakou vétu o substituci, nezapomente ovérit jeji predpoklady.

Reseni:
Defini¢ni obor funkce
f(x) = xsin(ma) cos(nx)

je zfejmé Dy = R.
Provedeme technicky vypocet. Clen cos(nz)sin(ma) upravime podle vzorce pro souéin goniomet-
rickych funkeci

1
sin(ma) cos(nx) = 5 (sin((m + n)x) + sin((m — n)x))
a integral prepiseme jako
. 1 . 1 )
/acsm(mx) cos(nx)dx = B /xsm((m + n)x)dx + B /xsm((m —n)x)dx, (1)
k vypoctu obou ¢lenu pouzijeme metodu integrace per partes.

u=2z =1
v =sin((m+n)r) v=— m+n os((m + n)x)

/ s((m + n)z)dx

= o eos(m ) +

/x sin((m + n)z)dr =

x
=— cos((m +n)x
m-+n

sin((m + n)z)dz,

Obdobné nalozime i s druhym integrélem v (1), vysledkem je

m — (m —n)?
Celkem
. do — 1 =z 1 ) p
/xsm(mx) cos(nz)dz = T 9m+n cos((m +n)x) + m 1 n)? sin((m + n)z)dx
1 =z 1 .
_ 5 — COS((m — 77,)33) + m sm((m — n)x)daj +C.

Defini¢éni obor primitivni funkce je Dp = R, vztah F'(z) = f(z) plati pro vSechna = € R.




8]
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3. Najdéte nasledujici primitivni funkci
/(:c + 1)V 1—a2%de.

Urcete definiéni obor puvodni funkce i primitivn{ funkce a zjistéte, kde plati vztah F'(z) = f(z) (ne-
uvazujte jednostranné derivace). PouZzijete-1i néjakou vétu o substituci, nezapomente ovérit jeji predpoklady.

Reseni:
Vyraz 1 — x? musi byt nezéporny, definién{ obor integrandu je tudfz z € [—1,1].

Provedeme technicky vypocet. Integrand upravime do tvaru

/ (2 + 1)1 22dz — / o1 22dz + / V1= 22da,

prvni integrédl spocteme jednoduchou substituci

_ 2
/J;\/l—xde:’dyy = -

= 2uxdx

1 1 s
——5/\/!7613/——53/27

k vypoctu druhého integralu vyuzijeme klasickou substituci z = siny s y € (—g, g)

/x\/l — 22dxr =

siny

€ _ 2
dr = cosydy’ _/COS ydy

1 2 L

Celkem ) ) )
3
(x 4+ 1)1 —22dx = -3 (1—2%)° + 3 arcsinx + 1 sin(2 arcsinx) + C,

coz pripadné jeSté muzeme upravit pomoci vztahu

sin(2 arcsin ) = 2sin(arcsin z) cos(arcsin z) = 22+/1 — sin?(arcsin ) = 2zv/1 — 22

do konecéného tvaru

/(m—i—l)\/l —22dx = 1 (1 —xQ)% + %arcsin:r—l— %x\/l —x2 4 C.

3

Defini¢ni obor primitivn{ funkce je tudiz « € [—1, 1], vztah F'(z) = f(z) plati pro « € (—1,1).
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[11] 4. Urcete definiéni obor funkce % a dodefinujte ji tak, aby byla spojitd v celém R.

Najdéte primitivni funkci k takto dodefinované funkci, aneb spoctéte

/3+2tanx+2tan2x
2+ 2tanz + tan?

€z,

a urcete defini¢ni obor primitivn{ funkce a zjistéte, kde plat{ vztah F’'(x) = f(z) (neuvazujte jednostranné
derivace). Je-li to mozné, najdéte primitivni funkei na celém R. Pouzijete-li néjakou vétu o substituci,
nezapomente oveérit jeji predpoklady.

Reseni:
Funkce
3+ 2tanz + 2tan® x
f(.l?) = D)
24 2tanx + tan® x

je zjevné definovana pro véechna x # 7 + km, k € Z — tedy mimo body nespojitosti funkce tan(z)
(jmenovatel je vzdy kladny, takze nehrozi, ze by vznikly dalsi potize s nulou v jmenovateli zlomku).

Chceme tudiz dodefinovat funkci f(z) tak, aby byla spojitd v bodech 2 = § + krm, k € Z. Jediny
zpusob jak je mozné funkci spojité dodefinovat je polozit jeji hodnotu v problematickych bodech
rovnou limité. Spocteme tedy

3+ 2tanz + 2tan’z tan?z (3—4— +2 21— +2
ly f(o) = g SF2tmotdtals o, tano g e +2)
r— 3+ z—Z+ 2+ 2tanz + tan“x rz—%+ tan” x (2tan2:p + 2tanw + 1)

Je ziejmé, ze diky periodicité funkce tanx lze naprosto stejné dodefinovat funkei f(x) i v dalsich
problematickych bodech.

Celkem tedy méme
n n? .
fla) = ey TR\ {§+kmkeZ},
2 ze{T +kmkel)

¢imz jsme tuspésné dodefinovali funkci pro vSechna x € R.

Pred vlastnim vypoctem primitivni funkce provedeme drobnou upravu

d =
2+ 2tanz + tanz v 2+ 2tanz + tan z

1+ tan2z
= 1+ 5 dx
24+ 2tanx + tan® x

K vypoc¢tu druhé primitivni funkce pouzijeme substituci y = tan z, kde = € (—g, g) Je-li y = tanz,
pak dy = (1 + tan? z)dz a po provedeni substituce dostaneme

/3—|—2tanx—|—2tan2z (2+2tanx+tan2x)+(1+tan2x)d
T

1+tan?x 1 1
dr= [ ————dy= [ ————dy
24 2tanz +tan“z 24 2y+y (y+1)24+1
= arctan(y + 1) = arctan(1 4 tanx).
Celkem

3+ 92¢ 2 tan?
/ + 2tanx 4 2tan mdx:gg+arctan(1+tan$)+0k’

2+ 2tanz + tan’ z

pricemz uvedeny vztah plati diky periodicité funkce tanx na Ugey, (*% +km, 5+ k’ﬂ') (integracni
konstanta Cj muze byt na kazdém intervalu jind). Integrovand funkce je vsak definovana na celém R,
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bylo by tudiz vhodné prozkoumat moznost dodefinovat primitivni funkei F(z)[, . (=5 4hm 5 k) =
2 12
x + arctan 1 + tanx + C}, tak, aby byla rovnéz definovana na celém R.

Jednostranné limity nalezenych primitivnich funkei v kritickych bodech jsou

lim x + arctan(1 + tanz) + Cy I4—/{:7?4—E+C’k:k:7r+7r+C’;€

mﬂ(gqtkw)f 2 2
lim x + arctan(l + tanz) + Crp1 = T + km — il + Crq1 = km+ Cly1.
r—»(%+k7r)+ 2 2

Aby bylo mozné primitivni funkci spojité dodefinovat, musi byt

lim F(z)|

= lim F(x)|
m—»(%—i—kﬂ')—

ce-gawngin) <,

z€(=Z+(k+1)m, S+ (k+1)m) *

odkud plyne pozadavek
Cry1 =7+ Cy,

pricemz konstantu Cy lze volit libovolné. Primitivni funkce definovana na celém R je tedy dana
predpisem
Flr) = {x—i—arctan(l +tanz) +kn+Cy x € (=% +km, § + k),
(k+1)m+ Co ve{s+kmkel}.

Vztah F'(x) = f(z) plat{ pro vSechna z € R.




