Prvni zapoctovy test

[0,5b] 1. Je-li z =141, pak 2Z je rovno:
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Komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu z je 1 — i, a tedy

F=(1+i)1—i)=1—i+i+t1=2

[0,5Db] 2. Vsechny body z € C vyhovujici rovnici |z — i| = 1 lez{ na urcité kiivce
v C. Tato kfivka je znazornéna na obrazku:
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Rovnici |z — i| = 1 vyhovuji vSechny body v komplexni roviné, jejichz

vzdalenost od bodu i je 1 — hledanou kfivkou je tudiz kruznice se stfedem
v bodu ¢ = [0,1] o poloméru 1.



[0,5Db] 3. Je-li z = 3t2 pak je R(z) (redlnd ¢dst z) rovna:
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Komplexni é&islo upravime z = 3426 — 3#2i 140

T—i — 1-i 144
tudiz R(z) = 3.
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[1b] 4. Defini¢ni obor funkce /In(x + 2) je:

,—2)U (=2, +00)

Je potieba splnit dvé podminky: argument logaritmu musi byt vétsi nez
nula a argument odmocniny musi byt vétsi nebo roven nule. Potfebujeme

tedy

r+2 > 0
In(x+2) > 0.

Z prvni nerovnosti plyne x > —2, z druhé x > —1, defini¢ni obor funkce

je tudiz [—1, +00).
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[1b] 5. Defini¢ni obor funkece ((z — 1)(x — 2))2 je:



Argument funkce y% musi byt nezdporny, je tudiz potfeba vyfesit rovnici
(x—1)(z—2) >0,

coz je snadné. Defini¢ni obor funkce je tedy (—oo, 1] U [2, +00).

. Doplnte tabulku. Uvazujte nésledujici mnoziny pouze v R, nikoliv v R*!

M sup M inf M max M min M

{1—-e ™ neNU{0}}

{cos(a:),x IS (—g, %)}

Je zjevné, ze
lim (1—-e")=1

n—-+o0o

a zaroven pro kazdé n € N plati
1l—e™<1.

Supremum mnoziny M je tudiz 1 a maximum neexistuje. Pro libovolné
m € NaneN, n<m plati

l—em<l—e™,

existuje tudiz minimum mnoZniny M a je rovné 1 — e=? = 0 (piirozena
¢isla uvazujeme véetné nuly), infimum je pak pochopitelné rovno minimu.

Funkce cos zobrazuje interval (—g, g) na interval (0, 1], z ¢ehoz je zfejmé,

ze maximum (a tudiZ i supremum) je 1, minimum mnoziny M neexistuje
a infimum je rovno 0.

. Funkee sgn(sin ), kde

+1 >0
sgn(z) =<0 =0
-1 <0

je nespojita v bodech:



[1Db)]

[2,5b]

(f) jinak

Funkce sin je kladnd na intervalech (0+ 2kw, 7 + 2kw), kde k € Z a
zdpornd na intervalech (w + 2k7, 27 + 2k7), v krajnich bodech téchto in-
tervalu je nulova. Slozend funkce sgn (sin(z)) je tudiz

+1 x € Ugez (0 + 2km, m + 2km)
sgn (sin(z)) =<0 =z € {km ke€Z}
=1 Ugez (7 + 2km, 2w + 2km) .

Je zjevné, ze tato funkce je nespojitd v bodech x € {kw, k € Z} (argumenty
jsou stejné jako pri diskusi nespojitosti funkce sgn(x)).

. Limita
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Pro libovolné = € R\ {1} zjevné plati, ze

1 1
)S (zl)sin()‘ <|x—1],
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(z — 1)sin (

je tudiz

—_

—x
= 0, plyne z véty o limite

1
seviené funkce lim,_,1(x — 1) sin (ﬁ) = 0.

9. Uvazujte funkci f(x) = In(:Z= + sin® z).
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i. Defini¢ni obor funkce je:

(a) (0,m)

(b) (=m,7)
(o) R
(d) (0,00)



(e)

(f) jinak
ii. Funkce f je na svém defini¢nim oboru:

(a) omezend

(b) neomezend
iii. Funkce f je na svém defini¢nim oboru:

(a) lichd

(b) sudd

(c) ani lichd ani suda
iv. Funkce f je na svém defini¢nim oboru periodicka s nejmensi periodou:
(a) ™
(b) 2
(©) 5
(d)

)
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(e) neni periodickd
(f) jinak
v. Funkce f je na intervalu (0, §):
(a) rostouct
(b) klesajici
(¢) ani rostouci ani klesajict
Argument funkce Iny musi byt kladny, coz je v tomto pfl’padé splnéno

pro vsechna z € R, nebof 75 > 0 a obor hodnot funkce sin 2(x) je [0,1].
Defini¢ni obor je tudiz R.

Funkcee f(z) = ln(ﬁ—&—sin2 x) je slozenim ¢tyf funkel f(z) = fa(fs(f2(f1(x)))),
kde

filz) = sin(x),
fo(z) = 552»
fS(l') = m“r%
filz) = In(z).

Funkce f1(z) = sin(z) zobrazuje R na interval [—1,1], funkce fo(z) =
2% zobrazi tento interval na interval [0,1], posunutim f3(z) = 155 + @
se interval [0,1] transformuje na interval [ﬁ, 1+ fm], konecné funkce
fa(x) (protoze je prostd a rostouci) zobrazi tento interval na interval
[In (155) ,In (1 + 55)]. Funkce f() je tudiZz omezena.

Ma-li byt funkce lichd, musi platit

e Je-lixz € Dy, pak jei —x € Dy.



e Pro kazdé x € Dy je splnéna rovnost —f(z) = f(—x).
Ma-li byt funkce sudd, musi platit

o Je-li x € Dy, pak jei —x € Dy.
e Pro kazdé x € Dy je splnéna rovnost f(z) = f(—z).

Vime-li, ze funkce sin je licha, snadno zjistime, ze

F(=) = In(35s + sin’(—a) = In(g55 + sin’(2)) = f(a),

a funkce f(z) je tudiz sud4.

Hleddme nejmensi d € R tak, aby pro kazdé « € Dy platilo f(z+d) = f(z),
tedy

In(— + sin?(z)) = In(—— + sin®(z + d)).
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Pro funkei sin platf sin(z + 7) = —sin(z), a nutné tedy plat{ i sin’(x) =
sin?(z + 7). Funkce f(z) je tudiz periodicks s periodou .
Funkee f;(z), i = 1,...,3 jsou rostouci na R a funkce fi(z) = sin(z) je
na intervalu (0, ) rostouci. Z toho plyne, Ze slozena funkce f(z) je na
intervalu (0, 5 ) rostouci.

Graf funkce f(z) je na nésledujicim obrazku.
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Obrézek 1: Graf funkce f(z)In(Z; + sin®(z))



