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1. Spoctéte néasledujici primitivni funkci:

/ r+Vei+r+1 d
xXr
l+z+vVa24+a+1

ResSeni:

Zkoumejme nejdiive definicni obor funkce

T+ Vi a+1
l+z+vVa2l+o+1

Nejprve se presvédéime, ze vyraz pod odmocninou nemize byt zdporny — to je oviem ziejmé, nebot
diskriminant kvadratického polynomu 22 + = + 1 je mens{ nez nula.

Zbyva zkontrolovat, ze vyraz v jmenovateli nemuze byt roven nule. Z nerovnosti

2
Va2 tr+1l= i) 2>
2 4

okamzité plyne, ze vyraz 1 + z + Va2 + x + 1 je vzdy kladny. Integrand je tudiz definovén pro
vsechna x € R. Muzeme se tedy bez obav pustit do technického vypoctu.

1
o
2

Integral nejdiive rozepiseme jako

/1+:C+\/:C2+x+1—1d /M / 1 i
T = T — €z,
l4+z+vVa2+az+1 l+z+vVa2+z+1

coz vyrazné zjednodusi vypocet. V takto rozdéleném integralu zbyva spocitat primitivni funkci

1
dx,
/1+x+\/x2+m+1

coz je typicky pripad, ktery lze vyresit s pouzitim Eulerovych substituci, nejvhodnéjsi bude substituce

Vat+or+1l=z—t (1)

Po tdpravé dostaneme vztah pro z jako funkci ¢

t?—1
= t =
v=I0 =57
a pro diferencial dx
22+t +1)
dr = ——=—=dt.
YT T2

Zbyva vytesit otazku, z jakého intervalu musi byt proménnd ¢, aby byly splnény pozadavky véty
o substituci. Predné funkce f(¢) definovand vyse uvedenym vztahem musi zobrazovat interval J (to
jest ten interval, ktery pravé hleddme — v tomto intervalu ,zije“ proménnd ¢) na interval, na kterém
je definovén integrand (to jest celé R — v tomto intervalu ,zije“ proménnd x).

Prozkoumejme tedy chovéni funkce f(t) (viz obrdzek 1). Je snadné rozmyslet si, ze grafem funkce
f(t) je hyperbola s osami t = f% ag(t) = %t - % — abychom mohli korektné pouzit vétu o substituci,
musime se pohybovat pouze po jedné vétvi hyperboly. Mdame na vybér mezi ¢t € (—o0, —%) ate
(—%,400), ze vztahu (1) oviem okamzité vidime, Ze proménné ¢ je vzdy zapornd, musime tudiz zvolit
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interval (—oo, —1). Funkce f(t) zobrazuje tento interval na interval (—oo,+00) a splituje viechny
pozadavky véty o substituci.

Proved'me nyni substituci, po dosazeni a tipravé vyrazu dostaneme
/ 1 J / 1 202+t +1) / 202 +t+1)
€Tr = = e
l+z+vVa2+az+1 1+t2—1+(t2—1ft) (2t + 1) (L+20)(t—1)

dt,

2t+1 21
diky tomu, ze t € (—oo, —%), je novy integrand vzdy definovan a muzeme pokracovat ve vypoctu —
pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky.

Protoze je polynom v ¢itateli stejného stupné jako polynom v jmenovateli, musime nejprve oba
polynomy vydélit, vysledkem je

202 +t+1) 3(t+1)
/(1+2t)(t—1)dt:/<1+(2t+1)(t—1)>dt'

Druhy zlomek v zdvorce rozlozime na parcialni zlomky, hleddme tedy takové A, B € R, aby platilo

3(t+1) A B

Q+)i—1) @+ Tu=1
Pravou stranu upravime na spole¢ného jmenovatele a dostaneme rovnost

3(t+1) A(t—1) + B(2t + 1)

(2t+1)(t—1) 2t+1)t—-1)

musi tedy platit
3t+1)=A(t—-1)+B(2t+1),

a to pro libovolné t. Specialné pro t = —% dostaneme
3 3
=24,
2 2

aprot=1

6 =3B,
z téchto rovnic snadno uréime hledané konstanty
A = -1,
B = 2.

Nakonec jsme tedy dospéli k rovnosti

N/ r2
/ kLl dx:/ldx—/ldt+/< L 2 >dt,
l+z+V22+z+1 2t+1) (-1

pricemz posledni integral na pravé strané snadno spocteme

/ ! 2 Nat=tmp 1 —2mp—1
_ — "I —2lnlt —
(2t+1) (t—1) 2 ’

zbyvéa vratit se k puvodni proménné x a pridat integracni konstantu

/ r+Vai+ar+1 J
X
1+z+vVa24+a+1

1
= x2+x+1+§ln‘2<x—\/x2+x+1>—|—1‘—21n‘<x—\/M)—l‘—l—c.

Vztah plati pro vsechna x € R.
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Obrézek 1: Graf funkce f(t) = £

142t

Reseni:
Nasledujici alternativni postup je vhodny pro zoufalce, ktefl nevédi nic o Eulerovych substitucich.

Predchozi postup lze zopakovat az do bodu, kdy je potieba spocitat integral

1
dx,
/1—|—ac—|—\/ac2+x—|—l

coz lze bez znalosti Eulerovych substituci spocitat naptriklad s pouzitim nasledujiciho triku.

1 B 1 (I4+z)-vai+az+1 (I+z)—Vat+ao+1
A+z)+vVaei+oe+1 (I4+z)+Val+ar+1(142)—Va2+ar+1 x
V tomto piipadé ovSem musi byt x # 0, hledejme tedy primitivni funkci pouze pro x > 0. Pokracujme
ve vypoctu
/(1+x)—\/:c2+m+1 /\/xQ—l—x—i—ld
SR S Y
x

x

dx =z + In|z|

V241
T

zbyva najit primitivn{ funkei k , coz provedeme takto

= | ————dx
ova2+ax+1

T 1 1
= 7dx+/7dx+/7dx
/\/:z:2+:r+1 vV +z+1 Va2 +x+1

Prvni integral ptrepiseme jako

/\/x2+x+1dx ?+r+1
T

(2)

/7:5 d:c—1 72;10—&—1 dm—l/il dx
vz +ax+1 2) Vat4+z+1 2) Vat4+z+1

1 1
=\/w2+x+1—7/7dx,
2) Vatt+z+1




MAF 033, ZS 2006-2007 DOMACT UKOL - primitivn{ funkce 7. prosince 2006

zbyly integral lze ziejmeé pricist k prostFednimu integralu v (2).

Prostredni{ integrél v (2) v spocteme snadno doplnénim na Ctverec

2 1
dx = arcsinh <\/§ (a: + 2)> .

/m f/\/Q >)2+1

%\

Posledn{ integrél v (2) rozepiseme jako

1 1
7611’:/ dx
/x\/x2+x+1 22 /1+%+(%)2

nyni staci zavést substituci u = % a vypocet se zjednodusi na

1 1
S S ¥ . S—
/x\/x2+x—|—1 /\/1+u+u2

coz je integral, ktery jiz mame spocteny, celkem tedy mame

/;dx——arcsinh l 1—1—1
eVl tr+1 V3\e 2 '

Dospéli jsme tedy k vysledku

Va2 1 2 1 2 /1 1
/ﬁidm: 224+ x+1 +2a1“CblIlh(\/§ (x+2>)—arcsinh<\/§ <m+2>)’

ktery jesté s pouzitim identity

arcsinh y = arctanh
1+y

prepiseme do kone¢né podoby
Va2 1 1
/wdx: :U2+ac—|—1+2arcsinh<
T

x = — arctaln
2 2\/332+:v+

Sl

Celkem tedy

1
dx
/1+x+\/x2+;l:+1

1 2 1 24z
=z +Inl|x —\/x2+x+1—arcsinh< <x+)) +arctanh< )+C
] 2 V3 2 2Vt 4o +1

Vztah lze snadno rozsitit pro vsechna x € R, sta¢i nalezenou primitivni funkci spojité rozsitit do
bodu z = 0, coz je mozné, nebot vyse uvedend funkce m4 v tomto bodé vlastni limitu

1 2 1 2+
lim x+lnx—\/x2+x+1—arcsinh< <x+)>+arctanh< >+C’>
$H0i< = 2 V3 2 2Vat+ao+1
3
:—Zln(3)71+21n(2)+0.

K vypoctu klicové ¢asti limity, tedy

lim In |z + arct h( 2t )
m In (r arctan
z—0 2Vai4+ax+1

lze pouzit vztah

arcsinhy = In (y + VY2 + 1) .
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2. Spoctéte nasledujici primitivni funkei:

sin®
7 dzx
cos* x

Reseni:

Definiéni obor integrandu je ziejmé Dy = Upez(—5 + km, 5 + k). Soustied'me se nyni na interval
(=%, %). Na tomto intervalu zvolime substituci y = cos(x). Je-li x € (=3, 3), pak je y € (0,1] a
substituce splnuje vSechny podminky véty o substituci.

Provedeme technicky vypocet

.. 3 .92 - aox
/sm xdx:/sm xsinxdz’ y = cos(x) re(~5,5)| _

cost x cost x dy = —sin(x)dz

1 1 11
=— [ —d —dy=— — .
/y4y+ 2V T 5 Ty

Zbyva prejit k puvodni proménné x a piidat integra¢ni konstantu

.3
sin” x 1 1
dxr = — C.
/ costz 3cos3x  cosw *

Uvedeny vztah plati na intervalu (-3, ), je oviem ziejmé, Ze ho lze snadno rozsifit (kvili periodi-
cité) na cely definicni obor integrandu Uez(—3 + km, § + k7). Konstanta C' muze byt na kazdém
intervalu (—3 + k7, § + km) jind, pies body (2k + 1)F nelze primitivni funkce navézat.
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3. Spoctéte nésledujici primitivni funkci:

1
J—
V1—a2

Reseni:
Definiéni obor integrandu je zfejmé Dy = (—1,1). Zavedeme substituci = sin(y), y € (=5, 5).
Funkce sin zobrazuje interval (—7, §) na interval (—1, 1) a navic zcela jasné spliiuje ostatni podminky

véty o substituci.

Provedeme technicky vypocet

x = sin(y) ye (=5, 5)| _ cos(y) d cos(y)

dx = cos(y)d - 349 = 54y
y)ay V1 — sin? Y v/ cos?(y)

1
= dy.
/COSQy 4

Diky zvolenému definicnimu oboru jsme pii odstranovani odmocniny mohli ignorovat absolutni
hodnotu pii odstraniovani odmocniny — vyraz cos(x) je na uvazovaném defini¢nim oboru vzdy kladny.

/ ! dy = tan(y),

cos?y

1
[
V1—2a2

Posledni integrél je rovny

zbyvéa vratit se k pruvodni proménné x

tan(y) sin(y) sin(y) x
an = = =
Y cosy  /1—sin®y V1-—a?

a pridat integrac¢ni konstantu, vysledkem je

X

/ L - % ¢
Vi—a? CV1-a? '

Uvedeny vztah plati na intervalu (—1,1).




