Priklady na 4. tyden

Metrické prostory, topologie R"

1.

Jako vzdélenost mezi dvéma misty na tizemi CR definujme jako

a) vzdalenost na mapé b) nejkratsi vzdalenost jizdy autem c) cena jizdenky
CD. Jde v téchto pifpadech o metriku? (Pro piipad b), c) ji chdpeme pouze
na takové podmnoziné, kde md funkce vzddlenost smysl.)

Ovéite, zda nésledujici mnoziny posloupnosti = (z1,z2,...) jsou met-

rické prostory.

a) Mnozina Iy vSech posloupnosti splaujici

o(z,y) = 3021 |2 — yal

b) Mnozina lo viech posloupnosti spliiujici Y7 | [z,|* < co s metrikou
o] 2\ 1

o(z,y) = (p= [#n = yal’)?

¢) Mnozina I, vSech posloupnosti spliujici sup,, |z,| < oo s metrikou

Q(l'ay) = Zn |xn - yn|

oo

o1 |Tn] < 0o s metrikou

V R? s obvyklou metrikou najdéte uzdveéry grafii nasledujicich funkef a)

sin% x#0
f(”“’):{o z=0

b) f(z) = D(x) (Dirichletova funkce).

Najdéte vnitiek, uzavér a hranici nasledujicich mnozin
a) Mnozina vSech racionélnich ¢isel z intervalu (0,1) C R
b) Mnozina viech (z,y) € R? splitujicich nerovnosti

2 4y7 <1, y>0.
¢) Mnozina viech (z,vy,2) € R? spliiujicich nerovnosti
2] < 2?2 + 92 < 1.

d) R\ {;;n € N}
e) Jednotkovy kruh se stfedem v pocatku bez tsecky [—%; %]

Které z nasledujicich mnozin jsou oteviené resp. uzaviené
a) Mnozina vsech (z,y, z) € R? splitujicich nerovnost

22 +y? 422 > 1
b) Mnozina vsech (z,y, 2) € R? spliujicich nerovnost
l<a?+y*+22<2
Najdéte vnitiek a uzdvér mnozin (v zévislosti na t € R)

My = {(x,y) € R? (ja] + |yDe” 11D < ¢



7.

10.

11.
12.

13.

Je mnozina
M = {(x,y,2) € R*2 < zyz < 4}

omezena?

. Dokazte omezenost mnoziny

M ={(z,y) € R*2® +y° — 22y = 0,2 > 0,y > 0}

. Dokazte konvexitu mnoziny

M = {(z,y,2) € R*;|z| +e¥ <e,z® +y* + 2% <2}

Dokazte souvislost mnoziny

M = {(z,y) € R* 2" + |arctanz| + y?elV! = 2}

Necht A C X. Dokazte, ze 0A = AN (X \ A).

Necht A, B ¢ RN. Ukazte ze, (0A x B) U (A x 9B) C d(A x B). Kdy
plati rovnost?

Necht X, Y jsou metrické prostory (popi. RY, RM pokud vam to pomtize
pro lepsi predstavu). Necht A, B C X. Dokazte

(a) A=int AUOA (disjunktné)

) X =int AUext AU QA (disjunktné)

) A je nejmensi uzaviend nadmnozina A

) int A je nejvetsi oteviend podmnozina A

) ext A je nejvétsi oteviend mnozina disjunktni s A
) xo € A prave kdyz existuji z,, € A, x, — xg
YAUB=AUB

) Plati analogické tvrzen{ pro prunik?

i) Je-li F: X — Y spojité, je F(A) C F(A).
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Obycejné diferencialni rovnice

Separované proménné

Naleznéte obecné feseni nebo feseni Cauchyovy tlohy

_ VY
V=
y,zl—x
y = o
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20.

21.

ycotgx +y =2, y(%) =1
Y =+1-y?

o 'r\/l_y2
Y yV1— z2

, VYR +1

22. y =
Ty
2zy?
23. Yy = ——= y(0)=1
y=1" 290
24. y' = ay(Pm —y), y(0) = yo € (0, P,,) (regulovany rust poétu obyvatel)

25.

26.
27.

28.

Naleznéte vsechna maximélni feSeni rovnice

y'(2 —e") = —3e"tgycos’y

prochazejici bodem (0, %) spliujici

a) y(In3) =0 b) y(In3) = % y(In3) =3
Kterymi body prochéz{ pravé jedno maximaln{ FeSenf rovnice 2y’ —y = 07

Meteroid, ktery se nachdzi vyhradné pod vlivem zemské pritazlivosti,
zacina padat k Zemi z klidové polohy ve vzdalenosti h. Naleznéte zavislost
rychlosti meteroidu na vzdalenosti od povrchu Zemé. Jakou rychlosti
dopadne na zemsky povrch, zanedbame-li vliv zemské atmosféry? Obé
tlohy feste i pro limitni pfipad h = co. Polomér Zemé je pfiblizné 6378
km.

Najdéte krivky, pro které plati, ze tisecka, lezici na teéné této kiivky s
krajnimi body na soufadnych osach, mé stied v bodé dotyku. Napiste
rovnici kfivky, kterd prochdzi{ bodem (2,3).



