O Wienerové procesu
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Trocha historie

=» 29.bfezna 1900 Louis Jean Baptiste Bachelier (doktorand J.H. Poincarého)
prezentoval na prirodovédné fakulté parizské akademie svou doktorskou praci,
zabyvajici se ,,vzorcem, ktery popisuje pravdépodobnost trzni fluktuace"

— teSeni problému obsahovalo mnoho novych idei véetné dnesniho ,, Brownova
pohybu*

=» v roce 1828 botanik Robert Brown pozoroval, ze zrni¢ka pylu v kapce vody jsou
v neustalém chaotickém pohybu

— sam pripustil, ze nema zadné védecké vysvétleni tohoto fenoménu
=» v roce 1905 nasel vysvétleni Albert Einstein

— kli¢ova myslenka v jeho reseni byla definice stochastického procesu, ktery nazval
., Brownovym pohybem*

— neznaje Bachelierovu praci znovuobjevil, ze Browniiv pohyb Gzce souvisi s difuzi
Castic

— jako hlavni aplikaci své teorie nasel velmi dobry odhad Avogadrovy konstanty
— Einsteinova prace implicitné predpokladala, ze Browniiv pohyb existuje

=» o dvacet let pozdéji (1923) Norbert Wiener dokazal, ze tento predpoklad je
vskutku splnén



Einsteinovy predpoklady - moderni formulace
(P-a) W(0)=0 a Vt>0 W(t)~ N(0,t)
(P-b) VO < s<t, W(t)— W(s) je nezavisla na {W(u)}o<u<s

(Markovska vlastnost / nezavislost prirastki)

(P-c) nahodna velicina W(t) — W(s) ma stejné rozdéleni jako W(t — s)
(stacionarita prirdistki)

(P-d) nahodna trajektorie t — W(t) je spojita funkce skoro jisté

Proces splhujici tyto predpoklady nazveme Wienerovym procesem, resp.
Brownovym pohybem.

Takze pro€ jsou to predpoklady a ne fakta?
=» problém je (P-d) — spojitost skoro jisté
=» Paul Lévy (1937) dokazal, ze pokud v (P-a) nahradime normalni rozdéleni
jakymkoli jinym, pak bud
— neexistuje proces spliujici (P-a)—(P-c)
nebo

— existuje, ale nespliuje (P-d)



Wieneriiv proces - konecnérozmérna rozdéleni

Definice
Rekneme, Ze nahodny proces {X(t)}t>0 je centrovany Gaussovsky, pokud

(X(t1),..., X(t))" ~ Nk(0,R), Y ti,ta,...,tx € RS

Funkce R(s,t) = E(X(s)X(t)) se nazyva kovariancni funkce procesu X.

Véta o konecnérozmérnych rozdélenich Wienerova procesu
Wieneriiv proces je centrovany Gaussovsky proces s kovarianéni funkci

R(s,t) = min(s, t).

A naopak, kazdy skoro jisté spojity centrovany Gaussovsky proces s kovarianéni
funkci R, ktery zacina v 0, je Wienerlv proces.



Wienertiv proces - existence

Wienerilv dikaz existence Wienerova procesu na [0, 1]:
Bud {X;}2; posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in s rozdélenim N(0, 1).

Ukaze, ze Wienertiv proces { W(t)}o<:<1 je limitou posloupnosti procesi

V2 - sin(jrt)
Wa(t) = tXo + =Y ==X <t<l,
(1) to+7r ¢ 0<t<1 neN

j=t

Wienerova véta
Pokud je prostor, na némz jsou definovany {X;}72;, aplny, tak

W(t) = lim Wan(t)

n—oo

existuje skoro jisté, a konvergence je stejnomérna pro vsechna t € [0, 1].
Proces W je Wieneriiv proces na [0, 1].

Pak proces , nascitavanim® rozsiri na R*.



Wienertiv proces - existence

Moderni postup diikazu:

1.

rozdéleni pfiristkd je uréeno (P-b) — (P-d)

normalnost se dokaze z obecné verze CLV

E X a varX ze stacionarity prirdistkd, spojitosti a feseni Cauchyho
funkcionalni rovnice

. konstrukce pra-Wienerova procesu s odpovidajicimi kone€nérozmérnymi

rozdélenimi (Daniellova-Kolmogorovova véta)

konstrukce spojité modifikace (P(X(t) = W(t)) =1, t € [0,00))
(Kolmogorova-Cencovova véta)



Wieneriiv proces - nediferencovatelnost trajektorii
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Véta

Necht je podkladovy pravdépodobnostni prostor Gplny.

Pak s pravdépodobnosti 1 trajektorie Wienerova procesu neni diferencovatelna
v zddném bodé.
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Véta (zakon iterovaného logaritmu)

Pro Wienertv proces plati

lim's w(t) lime W(t)
msup ————  —— = liImsup —— =
t=0+  /ot]og Iog(%) t—oo V/2tloglogt

w w
liminf (t) — liminf (t) _1
t—0+

1/2t|og|og(%) t—oo \/2tloglogt

skoro jisté.



