Markov chain Monte Carlo



Markov chain Monte Carlo

> trida algoritmd umoznujici simulovat slozité stochastické systémy

> jak s pomoci simulaci markovského Fetézce aproximovat [ f, > f, resp. extrémy
f

» Idea: kdyz chceme generovat z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni, tak
zkonstruujeme markovsky fetézec, jehoz stacionarni rozdéleni je pozadované
rozdéleni (7T P = )
simulujeme markovsky retézec a po dostatecné velkém poctu kroki dostaneme
priblizné vybér z daného rozdéleni

P potrebujeme teorii, kterd zaruci

lim p(n)=m
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a hodi se na odhady
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Priklady aplikaci

Statisticka fyzika: modely fyzikalnich systéma, studium fazovych prechodii

Isingliv model (1925)
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S .... inverzni teplota Zg .... normujici konstanta



Priklady aplikaci

Informatika: pfiblizné uréeni poctl prvki velké mnoziny (itaci probléemy),
uméla inteligence, optimalizaéni problémy (napf. problém obchodniho cestujiciho),
studium znahodnénych algoritm (chovani pro rostouci velikost problému)

Hard-core model
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graf G = (V,E), &(x) € {0,1}  &(x)é(y) #1 pro
Kolik je pfipustnych konfiguraci?
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Jaky je stfedni pocet jednic¢ek v ndhodné pripustné konfiguraci?



Priklady aplikaci

Prostorova statistika: vzorky z prostorovych stochastickych modelt — bodové procesy,

nahodna pole

Aplikovana statistika
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Reverzibilita

Definice

Rekneme, e h.m.F. s mnozinou stavii S a matici prechodu P je reverzibilni vzhledem k
rozdéleni m = (7;);ecs, jestlize plati tzv. detailni podminka rovnovahy

mipj = mipji Vi,j €S

Véta (reverzibilita a stacionarni rozdélent)

Je-li h.m.F. X s mnozinou stavii S reverzibilni vzhledem k néjakému , pak je 7 jeho
stacionarni rozdéleni.



Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus

Algoritmus 1 (Metropolistiv-Hastingstiv)
Méjme 7 a libovolny jiny m.f. na S s matici pfechodu Q = (gjj)i,jes. Zvol pocet
krokti N v generovaném retézci.

1. Zvol pocatecni stav Xp a poloz n:= 0.

2. Generuj Y41 z rozdéleni gx, = (qgx,,j)jes-

3. Hod minci s psti Gspéchu ax, .y, . kde

o min (17 %ZJU') miq; >0
i = ..
0, jinak.

4. Pokud je hod Uspéch, tak poloz X1 := Yj41, jinak nech Xpy1 := X,.
5. Pokud n+1 < N, tak zvétsi n o jednicku a jdi na 2., jinak KONEC.

Véta
Metropolistiv-Hastingsiiv algoritmus vytvori N krokd m.F. s matici prechodu

P = (py)ijes, kde o
pij = gjjojj, proiF#jES

jehoz stacionarni rozdéleni je 7.



Random scan Gibbs sampler

Specialni pfipad pro stavovou mnozinu soucinového tvaru S = X,.d:15,-.

Algoritmus 2 (Random scan Gibbs sampler)

0.
1.
2.

Zvol pocet krokii N.

Zvol po&ateéni stav X(©) = (Xl(o)7 . ,Xso)) a poloz n:=0.
Vygeneruj k z rovhomérného rozdéleni na {1,2,...,d}

a simuluj X,En+1) z plné podminéného rozdéleni X,(\Xl(")7 e X,E'L)l, X,Ei)l, e
a poloz Xj("+1) = Xj(") Vj # k
Pokud n+ 1 < N, tak zvétsi n o jednic¢ku a jdi na 2., jinak KONEC.
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Simulované zihani

stochasticky optimalizaéni algoritmus - jeho cilem je najit globalni minimum (resp.
maximum) funkce h: S — R

Definice

Boltzmannovo rozdéleni 7, 1 na S s funkci energie h: S — R a parametrem teploty
T > 0 je dano pravdépodobnostmi

mh 1(5) = Chl exp{—h(s)/T}, ses

3

kde Cp, 7 je normujici konstanta.

Véta (spravnost simulovaného zihani)

Bud |S| < oo a h: S — R libovolna funkce. Pro T > 0 bud «(T) pravdépodobnost,
Ze nahodny element Y na S s Boltzmannovym rozdélenim 7, 7 spliiuje

h(Y) = Enelg h(s).

Potom lim7_,04 o(T) = 1.



Simulované zihani

Algoritmus 3 (simulované zihan)

Zvolme klesajici posloupnost teplot { Ty },en takovou, ze T, N\, 0 a klesajici
posloupnost pfirozenych Cisel {Ny},en (schéma zihani)

1. Poloz i := 1, zvol pocatecni stav.
2. Simuluj N; krokt Fetézce, jehoZ stacionarni rozdéleni je 7, ;.

3. Jestlize neni splnéna podminka ukonceni, zvétsi i o 1 a jdi na 2, jinak KONEC.

Za reseni optimalizacni Glohy povazujeme stav, kde skoncime.
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Simulované zihani

Véta (vhodna volba teplot)
Bud S={s1,...,s¢}a h:S —R. Je-li T(" teplota v ase n a

k (maxses h(s) — minses h(s))
logn

T >

pro dostatecné velka n, potom limy— o0 T(")) =1, kde

a(TM) = P(h(Y,) = min h(s))
seS
a Y, je stav retézce v Case n.

pozn.: Pro hledani globalniho maxima pouzivame rozdéleni ﬁ exp{+h(s)/T} a ve

vété je pak maximum misto minima.

Aplikace: napf. riizné NP-tézké kombinatorické problémy (napf. problém obchodniho
cestujiciho nebo bisekce grafu)



