
Náhodné procesy

Zápočtová úloha č.1 — Hardyho–Weinberg̊uv zákon

Uvažujme experiment pář́ıćıch se kráĺıčk̊u. Zaj́ımá nás vývoj genu, který se může objevit ve dvou
typech, označ́ıme je G a g. Každý kráĺıček má dvojici těchto gen̊u bud’ GG (dominantńı), Gg (hyb-
ridńı - v tomto př́ıpadě nezálež́ı na pořad́ı, tj. Gg a gG je to samé) a nebo gg (recesivńı). Pář́ı-li se
kráĺıček s králičićı, jejich potomek zděd́ı jeden gen od každého rodiče se stejnou pravděpodobnost́ı.
Např́ıklad, když spář́ıme dominantńıho jedince (GG) s hybridem (Gg), tak jejich potomek bude do-
minantńı s pravděpodobnost́ı 1

2 nebo hybridńı s pravděpodobnost́ı 1
2 , nebot’ od dominantńıho může

zdědit pouze gen G a od hybrida G nebo g se stejnou pravděpodobnost́ı.

Začneme s kráĺıčkem daného charakteru (tj. bud’ GG, Gg nebo gg) a spář́ıme jej s hybridem. Jejich
potomka pak s daľśım hybridem a tento proces opakujeme po n generaćı. Vždy potomka pář́ıme s hyb-
ridem.

Úkoly:

1. Formulujte model a dokažte, že se skutečně jedná o homogenńı markovský řetězec. Napǐste matici
pravděpodobnost́ı přechodu.

2. Předpokládejme, že začneme s hybridem. Bud’ µn rozděleńı chrakteru kráĺıčka v n-té generaci.
Tedy µn(GG), µn(Gg) a µn(gg) jsou pravděpodobnosti, že kráĺıček v n-té generaci je typu GG,
Gg, resp. gg. Spoč́ıtejte µn.

3. Proved’te simulačńı studii. Simulujte vhodný počet generaćı a vytvořte grafický výstup. Porov-
nejte teoretickou hodnotu µn s empirickými µn spočtenými z vaš́ı simulace.

4. Souviśı tento př́ıklad s Hardyho-Weinbergovým zákonem (z genetiky), který je zmı́něn v nadpise?
A jak?

5. Předpokládejme dále, že stavová množina S = {1, 2, . . . ,m} je konečná, tj. |S| = m ∈ N. Odvod’te
odhad pravděpodobnost́ı přechodu (pi,j)i,j∈S jako parametr̊u modelu pomoćı metody maximálńı
věrohodnosti. Jako věrohodnost použijte pravděpodobnost jedné dlouhé trajektorie podmı́něné
výchoźım stavem (aby se ve vzorci vyskytovaly jen parametry pi,j , nikoli pravděpodobnosti
z počátečńıho rozděleńı). Uvědomte si, že parametr̊u je jen m(m− 1), nebot’ mimo podmı́nek

pi,j ≥ 0, ∀i, j ∈ S

muśı platit i

pi,m = 1−
m−1∑
j=1

pi,j , ∀i ∈ S.

Vyzkoušejte vámi odvozené odhady použ́ıt na data — např. na nějakou dlouhou trajektorii z vaš́ı
simulace výše. Jak dobře funguj́ı?
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