NAHODNE PROCESY

MARKOVSKE RETEZCE - I
Priklady:

1. Méjme k € N ptihradek a neomezenou zasobu kulicek. V kazdém kroku vybereme ndhodné rovnomeérné
jednu z pifihrddek a do ni vlozime kulicku. Necht X,, zna¢i poéet obsazenych piihrddek na konci n-

tého kroku. Ukazte, ze {X,, }nen je homogenni markovsky Fetézec, uréete jeho matici pravdépodobnosti
prechodu a pgz) a s jejich pomoci klasifikujte stavy.
2. (teoreticka analyza DU2, a) neboli ruinovani hrace)
Ales a Barbora hraji v kostky (kazdy vyhraje danou partii s pravdépodobnosti %) a zacinaji oba s péti
mincemi. V kazdé partii ten, kdo prohraje, d4 svému soupefi jednu minci. Bud' X,, po¢et minci, které
vlastni Ales v ¢ase n, n € N. Pokud je jeden hra¢ ruinovan, stav X,, zistane zafixovan a uz se pro dalsi
n neméni. Bud {X,,}°° ;) nds markovsky retézec, pricemz pokladdme X, = 5.
a) Urcete matici pravdépodobnosti prechodu markovského fetézce { X, }nen.
b) Klasifikujte stavy Fetézce.
c¢) Urcéete pravdépodobnosti absorpce.
d) Co se da teoreticky Fici o chovani p(n) pro n — co?

3. Necht homogenni markovsky fetézec ma matici pravdépodobnosti pifechodu
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a) Predpoklddejme, ze pocatecni rozdéleni retézce bylo rovnomérné. Jaké je rozdéleni v case n = 37
b) Klasifikujte stavy Fetézce.

c¢) Urcete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

d) Urcete limitni rozdéleni (pokud existuje).

4. Necht homogenni markovsky fetézec ma matici pravdépodobnosti pfechodu
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a) Spoctéte matici pravdépodobnosti pfechodu po dvou krocich P®,

b) Predpokladejme, ze pocitecni rozdéleni je rovnomérné. Jaké je rozdéleni v case n = 27
c) Predpokladejme, ze pocatecni rozdéleni p = (1,0,0,0). Jaké je rozdéleni v case n = 27
d) Klasifikujte stavy retézce.

e) Urcete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

f) Urcete limitni rozdéleni (pokud existuje).

g) Urcete pravdépodobnosti absorpce.

5. Necht homogenni markovsky Fetézec ma matici pravdépodobnosti prechodu

)

Il
= O wik O
O N O Wi
= O win O
O = O Wik

a) Klasifikujte stavy retézce.
b) Urcete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).
c¢) Urcete limitni rozdéleni (pokud existuje).
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6.

10.

Necht homogenni markovsky fetézec ma matici pravdépodobnosti pfechodu
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a) Klasifikujte stavy fetézce.
b) Urcete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).
c¢) Urcete limitni rozdéleni (pokud existuje).

Uvazujme objekt, ktery se pohybuje po planu znazornéném na obrazku. Pohyby jsou pouze mezi Sesti
vyznaénymi body. V kazdém kroku si objekt vybere jeden ze ¢tyt smeéru (sever, vychod, jih, zdpad
— kazdy se stejnou pravdépodobnosti) a timto smérem se vyda. Uréenym smérem se pohybuje tak
dlouho, dokud je to mozné (pokud v daném sméru nevede cesta, zustava na misté). Oznacme X,
polohu objektu po n krocich.
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a) Uréete matici pravdépodobnosti pfechodu P markovského fetézce { X, }nen-
b) Urcete rozdéleni fetézce v ¢asech n = 1,2, 3,4, pokud Xy = 1.

c¢) Urcete rozdéleni fetézce v éasech n = 1,2, pokud Xy = 3.

d) Klasifikujte stavy Fetézce.

e) Urcete pravdépodobnosti absorpce.

f) Urcete limitn{ rozdéleni (pokud existuje).

. (teoreticka analyza DU2, b) neboli ndhodna prochazka na Nj)

Ales a Barbora hraji sérii Sachovych zapastu. Predpokladejme, ze kazd4 partie skonéi s pravdépodobnosti
% vyhrou AleSe, s pravdépodobnosti % remizou, a s pravdépodobnosti % vyhrou Barbory. Za vyhru se
ziskava jeden bod, za remizu pul bodu. Ozna¢me X, absolutni hodnotu rozdilu ziskanych boda obou
hracua po n partiich.

a) Urcete matici pravdépodobnosti prechodu markovského fetézce { X, }nen.

b) Klasifikujte stavy Fetézce.

c¢) Existuje stacionarni rozdéleni retézce?

d) Co se da tici o chovani Fetézce pro n — 0o?

(symetricka ndhodna prochazka na 7Z)

Uvazujme {1, &2, . .. } nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim
na {—1,1} a definujme posloupnost Xo = 0 a X, = > ", &, pro n € N. Ukazte, ze je {X,,n € No}
homogenni markovsky Fetézec, urcete jeho pravdépodobnosti pfechodu a pomoci vyjadient p%) a Stir-
lingovy formule klasifikujte stavy.

Co jste se dozvédeéli o limitnim chovani tohoto procesu?

(ndhodn& prochazka s odrazeci bariérou)

Leze slimak po nekone¢né vysokém stromé, za kazdou hodinu s pravdépodobnosti % vyleze nahoru o
jeden centimetr a s pravdépodobnosti % o jeden centimetr dolu sklouzne. Pokud je na zemi, popoleze o
jeden centimetr nahoru s pravdépodobnost{ 1. Ozna¢me X,, vysku (v centimetrech), ve které se slimak
nachdazi po n hodinach.

a) Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu markovského fetézce { X, }nen.

b) Klasifikujte stavy Fetézce.

c¢) Predpokladejte, ze na pocatku je slimék na zemi, a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po trech
hodinach

d) Spoctéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).



