
Náhodné procesy

Markovské řetězce - I

Př́ıklady:

1. Ukažte, že každá posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin, které nabývaj́ı
jen spočetně mnoha hodnot, je homogenńı Markovský řetězec. Jaká je jeho matice pravděpo-
dobnost́ı přechodu?

2. Mějme k ∈ N přihrádek a neomezenou zásobu kuliček. V každém kroku vybereme náhodně
rovnoměrně jednu z přihrádek a do ńı vlož́ıme kuličku. Necht’ Xn znač́ı počet obsazených
přihrádek na konci n-tého kroku. Ukažte, že {Xn}n∈N je homogenńı markovský řetězec, určete

jeho matici pravděpodobnost́ı přechodu a p
(n)
i,i a s jejich pomoćı klasifikujte stavy.

3. (Pr̊uběžné maximum) Uvažujme ξ1, ξ2, . . . nezávislé stejně rozdělené celoč́ıselné náhodné
veličiny a definujme posloupnost Xn = max1≤i≤n ξi. Pak je {Xn}n∈N homogenńı markovský
řetězec — dokažte.
Pro př́ıpad, kdy ξi má rovnoměrné rozděleńı na množině {−1, 0, 1}, určete matici pravděpo-
dobnost́ı přechodu P a pomoćı Pn klasifikujte jeho stavy.

4. Aleš a Barbora hraj́ı sérii šachových zápas̊u. Předpokládejme, že každá partie skonč́ı s pravdě-
podobnost́ı 1

3
výhrou Aleše, s pravděpodobnost́ı 1

3
remı́zou, a s pravděpodobnost́ı 1

3
výhrou

Barbory. Za výhru se źıskává jeden bod, za remı́zu p̊ul bodu. Označme Xn absolutńı hodnotu
rozd́ılu źıskaných bod̊u obou hráč̊u po n partíıch.

Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu markovského řetězce {Xn}n∈N.

5. (Simulováńı markovského řetězce) Máme dáno počátečńı rozděleńı (pi)i∈S a matici pravdě-
podobnost́ı přechodu P markovského řetězce {Xn}n∈N a chceme simulovat náhodnou re-
alizaci tohoto řetězce {Xn}. K tomu máme ještě k dispozici posloupnost náhodných č́ısel
U0, U1, U2, . . . , které jsou nezávislé, stejně rozdělené a maj́ı rovnoměrné rozděleńı na intervalu
[0, 1]. Jedna možnost postupu je takováto:

Zadefinujeme si (nenáhodné) zobrazeńı Ψ : [0, 1] → S tak, aby pro každý stav i ∈ S platilo∫ 1

0

I(Ψ(x) = i)dx = pi,

a zobrazeńı Φ : S × [0, 1] → S tak, aby platilo∫ 1

0

I(Φ(i, x) = j)dx = pij,

pro každou dvojici stav̊u i, j ∈ S. Potom definujeme naši náhodnou realizaci řetězce {Xn}.
takto:

X0 = Ψ(U0), Xn+1 = Φ(Xn, Un) pro n ≥ 1.

a) Ukažte, že takto generovaný řetězec {Xn} má skutečně požadované rozděleńı.
b) Navrhněte vhodné funkce Ψ a Φ.
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