12. Diferencni rovnice

Definice. Necht & € N. Linedrni diferen¢ni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koeficienty
budeme rozumét rovnici

y(n+k)+pyin+k—1)+---+py(n) =a,, neN, (1)

kde nezndmou je posloupnost {y(n)}S2,, pfiemz pi,...,pr € R, pr # 0 jsou déna,
stejné jako posloupnost {a,}2 ;.

Regenim rovnice (1) rozumime kazdou posloupnost {y(n)}3; splitujici (1) pro kazdé
n € N. Pokud chceme, aby feSeni rovnice (1) splilovalo podminky

y(1)=y1,...,y(k) =ye,  (2)
kde y1,. ..,y jsou dana (tzv. po€atecni podminky), pak hovofime o pocatecni Gloze.
Pokud a,, = 0 pro kazdé n € N, pak (1) mé tvar

y(n+k)+piy(n+k—-1)+ - +py(n) =0, neN.  (3)
Tato rovnice se nazyva homogenni.
Véta 1. Pocdtecni dloha (1), (2) md prdvé jedno teSent.

Véta 2. MnoZina TeSeni rovnice (3) tvoii vektorovy podprostor dimenze k prostoru vsech
redlnych posloupnosti.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (1) budeme rozumét polynom

A= X N b pe g .

Véta 3. Necht A1, ..., s jsou vSechny navzdjem rizné redlné koveny charakteristického
polynomu rovnice (1) s ndsobnostmi r1,...,7s. Necht &1,...,& jsou vSechny navzdjem
rizné komplexni kofeny charakteristického polynomu rovnice (1) s kladnou imagindrni
édsti a ndsobnostmi qi, ..., q, pfiéemZ pro j =1,...,1 plati £ = pj(cosv; + isinv;).
Pak ndsledugici posloupnosti tvoii bdzi prostoru fesent (3).
{A1}, {nAT}, s {n" 1AL},
{A7}, {nA7}, o {n™~1AL}
{utcosvin}, {nufcosvin}, ... {n®~1uPcosvin},
{upsinvin}, {nufsinvin}, ... {n@"1uPsinvin},
{ulcosyn}, {nuPcosyn}, ... {n®1ulcosyn},
{prsinyn}, {npPsinyn}, ... {n% 'uPsinyn}
Véta 4. Necht posloupnosti {y*(n)}2,, {y2(n)}, ..., {¥*(n)}; tvoF fundamen-

tdlng systém tesent (8). Necht posloupnost {z(n)}S2 , je feSenim (1). Potom posloupnost
{y(n)}s2, 7esi (1) prdvé kdyz existuji konstanty ci,...,ck € R takové, Ze

y(n) = z(n) +cry*(n) + - -+ + ey (n)
pro kazdé n € N.
Véta 5. Necht posloupnost {an}S2 ; v rovnici (1) spliiuje

an = a™(P(n) cos(vn) + Q(n) sin(vn)),
kde o > 0, P,Q jsou polynomy. Pak ezistuje tesent (1) ve tvaru

y(n) = a"n™(R(n) cos(vn) + S(n)sin(vn)),

kde R,S jsou wvhodné polynomy stupné mne vétstho neZ max{stupen P,

stuperi Q} a m € N U {0} uddvd jakou ndsobnost md ¢islo a(cosv + isinv) jakozto
koten charakteristického polynomu rovnice (1).



