Besselovy funkce.
Besselovy funkce 1. druhu, fadu s € R, lze definovat pro x > 0 napiiklad takto:
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=0 pokud s € Z, s < 0.
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Specialné pro k = 1,2,3,... tedy plati:
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Plati, ze Js € H(C) pro s > 0 celo¢iselnd (kde symbol H znaci holomorfni funkce),
Js € H(C\ {0}) pro s < 0 celociselna (to z definice (1)), ovSem lze je dodefinovat
na funkce holomrfni v8ude, vztahem (2) niZe. Celkem tedy Js; € H(C) pro s €
Z, a dale J; € H(C\ Ap,o) pro s necelociselnd, kde Ag o je jakdkoli uzaviend
polopfimka, vychézejici z po¢atku (je to kvili obecné mocniné (%)S, skryvajici v
sobé logaritmus).

Besselovy funkce Jg(z) a J_4(z) Tesi Besselovu obycejnou diferencialni rovnici
fadu s (uvazujeme ji separatné na x > 0 a z < 0):

22y +xy + (2 —s*)y =0, scR.

Pritom:

Js(z) ~2® ma (0,0) pros¢ {—1,—-2,...}, atedy Js a J_g jsou
pro s ¢ 7Z linedrné nezavisla FeSeni Besselovy rovnice

a tvori tedy jeji fundamentalni systém,;

(2) J_r(z) = (=1D)* Ji(z) prok €N, a jsou tedy linedrné zavisla.

[Pro zajimavost: Lze ukéazat, 7e pro k € N je fundamentalni systém Besselovy
rovnice tvoien dvojici {Jx(x), Yi(z)}, kde Yi(x) je tzv. Besselova funkce 2. druhu
(téZ Neumannova nebo Weberova funkce), kterou lze definovat rtizné, napiiklad
predpisem:

Js(x) cos(sm) — J_g(x)

Y, (x) := lim .
n(®) s—n sin(s) ]
Pro s=n+ %, §=—n— %, n € N, Ize Besselovy funkce vyjadrit explicitné:
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kde symbol ” (%%) ” znamend " opakuj n-krat po sobé operace derivovani a déleni

x”. Specialné plati:

2 sinx 2 cosx

=



Obecné se ukazuje, 7e tuto vlastnost ,tlumeného kmitani“ maji asymptoticky vsech-
ny Besselovy funkce:

2 cos(x—Z(s+ 3
Js(x) ~ e (z—5(s+3)) proseR, x> 1.
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Mezi dtilezité identity patii dale (a > 0,z € C\ {0}):

Z J za sint _ Z J znt

n=—oo n=—oo

1 21 . . 1 27
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Neékteré uzite¢né rekuretni identity:
(2°Jo(@)) = 2 Joa (), (27 Js(2)) = =2~ Jop (@),
specidlné J) = —J; = J_q; déle
Jer @)+ Ja(@) = S0, (@ £0),
piipadné dalsi (zkuste si vSe dokdzat z vyjadieni Besselovych funkci fadou):

2J4(2) = Js-1(2) — Joa(2),
P (2) = 5Ju(x) — 2T (2),
zJi(x) = —sJg(x) + vJs_1(T) .

Laplaceovy transformace Besselovych funkci celoc¢iselného fadu jsou elementarni

funkece:
n

a
L(Jp(at)) = a>0,neN.
" VP2 +a(p+ /p?+a?)" ’
Pomoci vyse uvedeného vztahu lze snadno ukazat tzv. rekurentni formuli pro Bes-
selovy funkce (v8echny funkce v tomto vztahu uvazujeme nulové pro zaporna x):

Tnsr(at) = Jo(at) * %Jl(at) .



