
Besselovy funk
e.Besselovy funk
e 1. druhu, øádu s ∈ R, lze de�novat pro x > 0 napøíklad takto:
Js(x) := (x2)s

∞
∑

n=0 (−1)n (

x2 )2n

n ! �(n + s + 1) , s konven
í 1�(−n) = 0 pokud s ∈ Z, s < 0 .Spe
iálnì pro k = 1, 2, 3, . . . tedy platí:(1) J−k(x) = (x2)

−k
∞
∑

n=k

(−1)n (

x2 )2n

n ! �(n − k + 1) .Platí, ¾e Js ∈ H(C) pro s ≥ 0 
eloèíselná (kde symbol H znaèí holomorfní funk
e),
Js ∈ H(C \ {0}) pro s < 0 
eloèíselná (to z de�ni
e (1)), ov¹em lze je dode�novatna funk
e holomrfní v¹ude, vztahem (2) ní¾e. Celkem tedy Js ∈ H(C) pro s ∈
Z, a dále Js ∈ H(C \ A0,∞) pro s ne
eloèíselná, kde A0,∞ je jakákoli uzavøenápolopøímka, vy
házejí
í z poèátku (je to kvùli obe
né mo
ninì (

x2 )s, skrývají
í vsobì logaritmus).Besselovy funk
e Js(x) a J−s(x) øe¹í Besselovu obyèejnou diferen
iální rovni
iøádu s (uva¾ujeme ji separátnì na x > 0 a x < 0):
x2y′′ + xy′ + (x2 − s2)y = 0 , s ∈ R .Pøitom:

Js(x) ≈ xs na (0, δ) pro s /∈ {−1,−2, . . .}, a tedy Js a J−s jsoupro s /∈ Z lineárnì nezávislá øe¹ení Besselovy rovni
ea tvoøí tedy její fundamentální systém;
J−k(x) = (−1)k Jk(x) pro k ∈ N , a jsou tedy lineárnì závislá.(2)[Pro zajímavost: Lze ukázat, ¾e pro k ∈ N je fundamentální systém Besselovyrovni
e tvoøen dvoji
í {Jk(x), Yk(x)}, kde Yk(x) je tzv. Besselova funk
e 2. druhu(té¾ Neumannova nebo Weberova funk
e), kterou lze de�novat rùznì, napøíkladpøedpisem:

Yn(x) := lim
s→n

Js(x) 
os(sπ)− J−s(x)sin(sπ) .℄Pro s = n + 12 , s = −n − 12 , n ∈ N, lze Besselovy funk
e vyjádøit expli
itnì:
Jn+ 12 (x) = (−1)n√ 2

π
xn+ 12 ( 1

x

d

dx

)n (sinx

x

)

,

J
−n− 12 (x) = √ 2

π
xn+ 12 ( 1

x

d
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)n
(
osx

x

)

,kde symbol "( 1
x

d
dx

)n" znamená "opakuj n-krát po sobì opera
e derivování a dìlení
x". Spe
iálnì platí:

J 12 (x) = √ 2
π

sinx√
x

, J
−

12 (x) = √ 2
π


osx√
x

.1



2Obe
nì se ukazuje, ¾e tuto vlastnost þtlumeného kmitáníÿ mají asymptoti
ky v¹e
h-ny Besselovy funk
e:
Js(x) ≈ √ 2

π


os (

x − π2 (s + 12))√
x

pro s ∈ R, x >> 1 .Mezi dùle¾ité identity patøí dále (a > 0, z ∈ C \ {0}):
e

a2 (z− 1
z
) = ∞

∑

n=−∞

Jn(a)zn , eia sin t = ∞
∑

n=−∞

Jn(a)eint ,

Jn(a) = 12π ∫ 2π0 ei(a sin t−nt) dt = 12π ∫ 2π0 
os(a sin t − nt) dt .Nìkteré u¾iteèné rekuretní identity:(xsJs(x))′ = xsJs−1(x) ,
(

x−sJs(x))′ = −x−sJs+1(x) ,spe
iálnì J ′0 = −J1 = J−1; dále
Js+1(x) + Js−1(x) = 2s

x
Js(x) , (x 6= 0) ,pøípadnì dal¹í (zkuste si v¹e dokázat z vyjádøení Besselový
h funk
í øadou):2J ′

s(x) = Js−1(x)− Js+1(x) ,

xJ ′

s(x) = sJs(x)− xJs+1(x) ,

xJ ′

s(x) = −sJs(x) + xJs−1(x) .Lapla
eovy transforma
e Besselový
h funk
í 
eloèíselného øádu jsou elementárnífunk
e:
L(Jn(at)) = an

√

p2 + a2(p + √

p2 + a2)n a > 0, n ∈ N .Pomo
í vý¹e uvedeného vztahu lze snadno ukázat tzv. rekurentní formuli pro Bes-selovy funk
e (v¹e
hny funk
e v tomto vztahu uva¾ujeme nulové pro záporná x):
Jn+1(at) = Jn(at) ∗ 1

t
J1(at) .


