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Abstrakt

,Elementarni“ v tomto kontextu znamenad, Ze pro odvozeni budou potfeba pouze ,zakladni* zna-
losti, kterymi by mél vladnout kazdy student MFF UK po absolvovani prvnich dvou semestralnich
kurz matematické analyzy. Kdo znad Wallisovu formuli pro 7, bude mit o paragraf kratsi ¢teni, pro
uplnost zde vSak uvadime i jeji odvozeni, vychazejici ze zédkladnich znalosti o urcitém integralu.
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Nasim cilem je dokazat tzv. Stirlingovu formuli, neboli néasledujici tvrzeni: pro vSechna n € N existuje

0., € (0,1) takové, ze plati
n\" on
n! = 27m<7) eten |
e

Nejprve u¢inime nékteré pfipravné tvahy. Z teorie Taylorovych fad vime, Ze pro |z| < 1 je
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Odectenim téchto rovnosti dostaneme:
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Polozme v tomto vztahu = Tlﬂ, tedy 1££ = (1 + 1), a vynasobme rovnost (1) vyrazem 5- = (n+ 3):
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Pravé strana rovnosti (2) je jednak evidentné vétsi nez 1, jednak, odhadneme-li ¢iselné koeficienty u zlomku

trivialné: % < %, % < %, atd., dostaneme geometrickou fadu s kvocientem m, kterou seCteme:
1+ ! + ! + < 14+ ! ! + = + ! + =
3(2n+1)2  5(2n+1)% 7 3\@2n+1)2 (2n+1*  (2n+1)6 )
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Ukazali jsme tedy, ze
1 1 1
< m(e L aen
n+2 . +n +12n(n+1) "

*Podle Fichténgolcovy knihy [1].



Odtud mame (protoze exp je rostouci funkce),
1\7+3 1
e < (1—1—7) < Mt , neN,
n

neboli po vydéleni ¢islem e = exp(1):

1 1\nt3
1< (142)" 7 <emtmm, neN. (3)
e n
2
Polozme nyni
nle™
Ay 1= nt+l? by = eﬁ ) neN. (4)
n 2
Potom
le™ n+3 +1
) — n‘el . (TL—I— 1)' n:l — 1 (1 + l)n 2 , bn — eﬁfm(i-u) — el2n(171.+1) .
ant1  nvtz (n+1)le e n bnt1
Lze tedy (3) psét ve tvaru
a b
1< — <2 neN. (5)

an+1 bn+1

Z prvni z nerovnosti v (5) a z definice a, vidime, ze a, > any1 > 0, tj. a, je klesajici zdola omezena
posloupnost, a tedy existuje vlastni lim a,, =: a > 0. Protoze lim b, = 1, mame

n—oo n—oo
. an . .
lim — = lim a, - lim — =a.
n—oo n n—oo n—oo n
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Z (5) vsak rovnéZz plyne 3= < —

, posloupnost 3= je tedy rostouci, pfitom m4 stejnou limitu a jako
klesajici posloupnost a,. Odtud dostaneme

a
bfn<a<an, tj. ane*ﬁ<a<aneo, n €N. (6)
n
Protoze (pro kazdé n € N) je funkce .z +— a, exp(—15) spojitd na intervalu (0, 1), nabg’rvé na ném végch
mezihodnot, tedy i (viz (6)) hodnoty a. Existuje tedy 6, € (0,1) takové, Ze a = an,e” 127 = "n'i"l TTen,
n 2
n
Odtud spoc¢teme n! = aﬁ(%) 137, Tim jsme ukéazali, Ze
. . - .« . . . n\" on
existuje a € R takové, Ze pro vSechna n € N existuje 6,, € (0,1), ze n! = a\/ﬁ(f) etzn . (7)
e
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Cislo a v (7) spo¢teme pomoci Wallisovy formule:!

n—oon \ (2n —1
Rozsifime zlomek uvnit¥ druhé mocniny vyrazem (2n)!! a uvdzime, ze (2n — 1)!!- (2n)!! = (2n)!, a také, ze
(2n)!! = 2"n!. Vzniklé faktoridly poté vyjadiime pomoci (7) a upravime:

n On 2
@)l (202 22n(n!)? 22”(0\/5(%) 6*) \/ﬁ
= = = = Qa —e 24n .
(2n — 1! (2n)! (2n)! a QH(%)Q”Q% 2

1Pokud je Wallisova formule ¢tendfovi znadma, tim lipe. Pokud ne, lze jeji nep#ilis obtizné odvozeni nalézt v nasledujicim
paragrafu. V ném se také lze do¢ist o dvojfaktoridlech (!!), viz (11).




Ze (8) pak dostaneme

2
1 N 4603, a? | a6y, a?
m= lim — a4/ =e 24 =— lim e v = —,

nebot 6, 02, € (0,1). Proto je a = /27 a my jsme ukazali, ze

n\" o,
pro v8echna n € N existuje 6, € (0,1), ze nl = 27m(7) etd . (9)
e

Vsimnéte si, Zze pro vypocet hodnoty a nebylo nutné védét, jak je a definovano. Potfebovali jsme pouze
védét, ze existuje takové a € R, pro které plati (7).
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Odvodime jesté pro tplnost Wallisovu formuli (8). Nejprve spo¢teme I, := fog sin®z dz pro kazdé celé
k > 0. Pfimym vypoctem obdrzime Iy = 5 a I; = 1, a pro obecné k > 2 pouZijeme metodu per partes:

jus
2

[=)

3 3
I, = / sin*z dr = [ — coszsin* ! x} + (k—l)/ cos? zsin* 2z dx =
0 0

™

= 0+ (k—l)/2 (1 —sin?z) sin* 2w de = (k—1) Ij_o — (k—1) I
0

Odtud jednoduse dostavame nasledujici rekurentni formuli I, = % Iy o,k =23,.... Jejim opakovanym
pouzitim zvlast pro k = 2n a k = 2n + 1, a s vyuzitim znalosti hodnot Iy a I; dostaneme pro n € N

I, — 13 2n-3 2n—-1 =
" 24 "oam—2 2n 2’

I _ 24 2n-2 2n

2l 35 am—1 ‘2n+l’

Uz jsme skoro hotovi: Vzhledem k tomu, Ze mame = € (0,7/2) a tedy sinz € (0, 1), plati na (0,7/2) a
3

pro viechna pfirozena n nerovnosti sin®” z > sin®"*1! z > sin® 2 2. Integraci téchto nerovnosti od 0 do
dostaneme Io,, > Iop 41 > I2p42, neboli

1 3 2n—1 1 2 4 2n 1 3 2n—1 2n+1 1

—. 2 o> 2. 2. >_.2... . o

2 4 2n 2 735 2n+172 4 2n 2n+2 2

Vydélme tuto nerovnost koeficientem u 7 v ¢lenu vlevo a dostaneme

T2

2 2 4 m 2>2n—|—1
m+1 01 3 "2m—1) “am+2 "

Protoze posloupnost vpravo ma limitu 7, ma tutéz limitu i posloupnost uprostied, a tedy plati

2 2
2 2 4 2n 1 2nl!
= 1 .-~ ) = lim - | ——" 1
[ S <1 3 2n—1> ninéon((gn_m) ’ (10)
pouzijeme-li obvyklé znaceni
2n):=24...2n, 2n—1)!1:=13...2n—-1), n=12 ..., (11)

(pro n = 0 klademe 0!! := 1, (—=1)!! := 1). Z definic (11) snadno plyne (2n — 1)!I - (2n)!! = (2n)!, a také
(2n)!l = 2"nl.
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