
23. Fourierova transformace.

Definice. Pro f(x) ∈ L1(Rn) definujeme Fourierovu transformaci

[
Ff

]
(ξ) = f̂(ξ) =

∫

Rn

e−2πi(x,ξ) f(x) dx , ξ ∈ Rn .

Dále definujeme inverzńı Fourierovu transformaci

[
F−1f

]
(ξ) = f̌(ξ) =

∫

Rn

e2πi(x,ξ) f(x) dx , ξ ∈ Rn .

Zde (x, ξ) je skalárńı součin x, ξ ∈ Rn.

Poznámky.

• korektnost: | exp{±2πi(x, ξ)}| = 1, majoranta integrálu |f(x)| ∈ L1

• F přǐrazuje funkci f(x) : Rn → C funkci f̂(ξ) : Rn → C
• jiná varianta definice (ne ekvivalentńı):

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

e−i(x,ξ)f(x) dx , f̌(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

ei(x,ξ)f(x) dx .

• vztah F−1{Ff} = f neńı zřejmý, ověř́ıme časem
• Pro f(x) : R → R je

f̂(ξ) =

∫

R

f(x) cos 2πξx dx − i

∫

R

f(x) sin 2πξx dx .

(Souvislost s Fourierovými řadami.)

Př́ıklad. f(x) = 1 pro x ∈ (−1, 1) a 0 jinde. Potom f̂(0) = 2 a

f̂(ξ) =
sin(2πξ)

πξ
, ξ 6= 0 .

Věta 23.1. Nechť f ∈ L1(Rn). Potom

(1) f̌(ξ) = f̂(−ξ)

(2) f̌(ξ) = f̂(ξ), f̂(ξ) = f̌(ξ)

(3) f̂(ξ − η) = ̂[
e2πi(x,η)f(x)

]
(ξ), η ∈ Rn pevné

(4) ̂f(x − z)(ξ) = e−2πi(ξ,z)f̂(ξ), z ∈ Rn pevné

(5) f̂(εx)(ξ) = 1
|ε|n

f̂(ξ/ε) pro ε ∈ R \ {0}

Definice. Funkce f(x) se nazve radiálně symetrická, pokud f(x) záviśı jen
na |x| (=norma x). Ekvivalentně: f(Qx) = f(x) pro libovolné otočeńı Q
kolem počátku.
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Věta 23.2. [Zachováńı symetrie.] Nechť f ∈ L1(Rn) je sudá (resp. lichá

resp. radiálně symetrická.) Potom f̂ má stejnou vlastnost.

Značeńı. Prostory funkćı f(x) : Rn → C.

• Lp(Rn) ... Lp-integrovatelné, ‖f‖Lp =
[ ∫

Rn |f(x)|p dx
]1/p

• Cb(Rn) ... spojité a omezené, ‖f‖Cb
= supx∈Rn |f(x)|

• C0(Rn) ... s limitou 0 v nekonečnu:

C0(Rn) = {f ∈ Cb(Rn) : |f(x)| → 0 pro |x| → +∞}

• Cc(Rn) ... spojité s kompaktńım nosičem:

Cc(Rn) = {f ∈ C(Rn) : f(x) = 0 pro |x| > R}

Plat́ı inkluze: Cc ⊂ C0 ⊂ Cb a Cc ⊂ L1.

Věta 23.3. F je spojité lineárńı zobrazeńı z L1(Rn) do Cb(Rn) a plat́ı

‖f̂‖Cb
≤ ‖f‖L1 .

Věta 23.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Nechť f(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) a ∂f

∂xj
(x) ∈ L1(Rn) ∩ C(Rn). Potom

∂̂f

∂xj
(ξ) = 2πiξjf̂(ξ) .

(2) Nechť f(x), xjf(x) ∈ L1(Rn). Potom

∂f̂

∂ξj
(ξ) = ̂[

− 2πixjf(x)
]
(ξ) .

Poznámka. Názorně: derivace f dle xj odpov́ıdá násobeńı f̂ (2πi krát) ξj.

A naopak: derivace f̂ dle ξj odpov́ıdá násobeńı (−2πi krát) xj.

Př́ıklad. Připomeňme, že ∆u =
∑n

k=1
∂2u
∂x2

j

. Plat́ı:

̂[
∆u(x)

]
(ξ) = −4π2|ξ|2û(ξ) .

Věta.1 [Hustota hladkých funkćı v Lp.] Pro libovolné p ∈ [1,∞) je množina
C∞

c (Rn) hustá v Lp(Rn), tj.
(
∀f ∈ Lp(Rn)

)(
∀ε > 0

)(
∃φ ∈ C∞

c (Rn)
)[

‖f − φ‖Lp < ε
]

1Bez d̊ukazu.
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Poznámky.

• “hluboké” tvrzeńı o Lebesgueově integrálu.
• d̊usledek (fakticky ekvivalentńı): ke každé funkci f ∈ Lp(Rn) existuje
posloupnost funkćı φn ∈ C∞

c (Rn) tak, že φn → f v normě Lp(Rn).
• pozor: neplat́ı pro p = ∞.

Věta 23.5. [Nulovost F.t. v nekonečnu.] Nechť f(x) ∈ L1(Rn). Potom

f̂(ξ) → 0 pro |ξ| → ∞.

Definice. Pro f(x) : Rn → C definujeme nosič funkce supp f jako uzávěr
množiny

{x ∈ Rn; f(x) 6= 0} .

Ekvivalentně: nosič je nejmenš́ı uzavřená množina K taková, že f = 0 na
Rn \ K.

Věta 23.6. Nechť f(x) je spojitá v R a má omezený nosič. Nechť f̂ má
omezený nosič. Potom nutně f = 0.

Poznámka. Hledáme prostor funkćı X tak, že F : X → X, v ideálńım
př́ıpadě vzájemně jednoznačně.
Předchoźı věta ukazuje, že funkce s omezeným nosičem nejsou vhodný kan-
didát. Podobně se ukazuje, že FL1 6⊂ L1.
Vhodným kandidátem se ukáže Schwartz̊uv prostor definovaný ńıže, a později
též prostor L2.

Definice. Multiindexem nazývám n-tici č́ısel α = (α1, . . . , αn), kde αj ≥ 0
jsou celá. Č́ıslo |α| =

∑n
j=1 αj nazývám výška (stupeň) multiindexu. Pro

funkci f(x) : Rn → R definuji

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1

1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

.

Pro vektor x ∈ Rn definuji

xα = xα1

1 xα2

2 . . . xαn

n .

Př́ıklady. Nechť α = (1, 0, 2). Potom

Dαf(x) =
∂3f(x)

∂x1∂x2
3

, xα = x1x
2
3 .

Zobecněńı Věty 23.4. (1) Nechť Dαf(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) pro každý
multiindex |α| ≤ k. Potom

[Dαf ]̂ (ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ) ∀|α| ≤ k .
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(2) Nechť xαf(x) ∈ L1(Rn) pro každý multiindex |α| ≤ k. Potom

[
Dαf̂

]
(ξ) = ̂[

(−2πix)αf(x)
]
(ξ) ∀|α| ≤ k .

Definice. Schwartz̊uv prostor (prostor rychle klesaj́ıćıch funkćı) definujeme
jako

S (Rn) =
{
f(x) ∈ C∞(Rn); xαDβf(x) omezená pro ∀ α, β

}
.

Lemma 23.1. [Integrace radiálńıch funkćı.] Nechť f(|x|) : Rn → C je
radiálńı. Potom

∫

|x|<R

f(|x|) dx = κn−1

∫ R

0

f(r)rn−1 dr ,

kde κn−1 je (n − 1)-rozměrná mı́ra množiny Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.
Důsledek.

∫
Rn

dx
(1+|x|)p < ∞, právě když p > n.

Věta 23.7. [Základńı vlastnosti S .]
(1) C∞

c (Rn) $ S (Rn)
(2) S (Rn) ⊂ C0(Rn) ∩ Lp(Rn), ∀p ≥ 1
(3) f(x) ∈ S (Rn) =⇒ xαf(x), Dαf(x) ∈ S (Rn), ∀α

Definice. Funkce exp(−π|x|2) se nazývá gausián.

Lemma 23.2. [F.t. gausiánu.] Plat́ı

̂[
exp(−π|x|2)

]
(ξ) = exp(−π|ξ|2) .

Věta 23.8. FS (Rn) ⊂ S (Rn).

Definice. Pro f(x), g(x) : Rn → C definuji konvoluci

[f ∗ g](x) =

∫

Rn

f(x − y)g(y) dy

pokud má integrál smysl.

Věta 23.9. [Vlastnosti konvoluce.]
(1) komutativita: [f ∗ g](x) = [g ∗ f ](x)
(2) Nechť f(x) ∈ Lp(Rn), g(x) ∈ Lq(Rn), kde 1/p+1/q = 1. Potom [f ∗g](x)
má smysl pro všechna x ∈ Rn a plat́ı odhad

|[f ∗ g](x)| ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq ∀x ∈ Rn .
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(3) Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom [f ∗ g](x) má smysl pro skoro všechna
x ∈ Rn a plat́ı odhad

‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 .

Věta 23.10. [Vztah F.t. a konvoluce.] Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom

̂[
[f ∗ g](x)

]
(ξ) = f̂(ξ) ĝ(ξ) .

Poznámky. Diracova funkce δ(x) je charakterizována následuj́ıćı vlastnost́ı:
δ(x) = 0 pro ∀x 6= 0, avšak

∫
Rn δ(x) dx = 1.

Prostory funkćı nám dosud známé (spojité, integrovatelné funkce) takovouto
funkci NEOBSAHUJÍ. To je jeden z d̊uvod̊u, proč zavádět i obecněǰśı pros-
tory (např. prostor distribućı.)
Pod́ıvejme se (čistě formálně) na daľśı vlastnosti δ(x). Pro každou spojitou
funkci f(y) plat́ı ∫

Rn

f(y)δ(y) dy = f(0) .

Tud́ıž

[f ∗ δ](x) =

∫

Rn

f(x − y)δ(y) dy = f(x − y)|y=0 = f(x) ,

neboli f ∗ δ = f . Fourierova transformace Diraca je

δ̂(ξ) =

∫

Rn

e−2πi(ξ,x) δ(x) dx = 1 .

Vzhledem k Větě 23.5. opět vid́ıme, že δ(x) /∈ L1(Rn).

Lemma 23.3. [Aproximace Diracovy funkce.] Nechť f(x) ∈ Cb(Rn), nechť
ϕ(x) ∈ L1(Rn) a

∫
Rn ϕ(x) dx = 1. Označme ϕε(x) = ε−nϕ(ε−1x). Potom

lim
ε→0+

[f ∗ ϕε](x) = f(x) ∀x ∈ Rn .

Věta 23.11. [Inverze F.t.] Nechť f(x) ∈ S (Rn). Potom [f̂(ξ)]̌ (x) = f(x)
a [f̌(ξ)]̂ (x) = f(x) pro každé x ∈ Rn.

Poznámka. Věta fakticky dokázána za předpokladu f̂ ∈ Cb ∩ L1, f̌ ∈ L1.

Důsledek. F. t. je vzájemně jednoznačné zobrazeńı S (Rn) na S (Rn).

Lemma 23.4. Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom
∫

Rn

f(x)ĝ(x) dx =

∫

Rn

f̂(x)g(x) dx ,

∫

Rn

f(x)ǧ(x) dx =

∫

Rn

f̌(x)g(x) dx .
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Předběžné úvahy. Naš́ım ćılem je nyńı rozš́ı̌rit F na prostor L2(Rn).
Připomeňme, že

L2(Rn) =
{
f : Rn → C : f je měřitelná,

∫

Rn

|f(x)|2 dx < ∞
}

.

Na tomto prostoru definujeme skalárńı součin a normu takto:

〈f, g〉 :=

∫

Rn

f(x)g(x) dx , (1)

‖f‖L2 =
√

〈f, f〉 =

{∫

Rn

|f(x)|2 dx

}1/2

. (2)

K hlubš́ım vlastnostem patř́ı: L2(Rn) je úplný, a množina S (Rn) je v něm
hustá.

Věta 23.12. [Plancherelova rovnost.] Nechť f(x), g(x) ∈ S (Rn). Potom

∫

Rn

f(x)g(x) dx =

∫

Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ .

Jinými slovy, F zachovává skalárńı součin v L2(Rn), speciálně zachovává
normu, tj. ‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 pro ∀f ∈ S (Rn).

Věta 23.13. [F.t. v L2.] Existuje lineárńı zobrazeńı F2 : L2(Rn) → L2(Rn)
takové, že
(1) F2f = Ff pro ∀f ∈ S (Rn)
(2) F2 je izomorfismus L2(Rn) na sebe, tj. vzájemně jednoznačné zobrazeńı,
zachovávaj́ıćı normu a skalárńı součin.

Poznámka. Jak prakticky poč́ıtat F2 ? Lze dokázat, že pro dané f ∈ L2(Rn)
existuj́ı Rn → ∞ taková, že pro skoro všechna ξ je

F2f(ξ) = lim
n→∞

∫

|x|<Rn

e−2πi(x,ξ) f(x) dx .

Speciálně odtud plyne, že pro f ∈ L1∩L2 je F2f = Ff . Nadále tedy budeme
psát prostě Ff či f̂ mı́sto F2f .

Poznámky. “Principem neurčitosti“ rozumı́me, zhruba řečeno, pozorováńı,
že č́ım je f ,,koncentrovaněǰśı“, t́ım je f̂ ,,rozptýleněǰśı“, a naopak: koncen-
trovanost f̂ nutně implikuje rozptýlenost f .
Existuje mnoho vět, která tento princip neurčitosti vyjadřuj́ı matematicky
přesně. Všimněme si několika př́ıklad̊u.
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1© Označ fλ(x) = λ−n/2f(x/λ). Pozoruji, že ‖fλ‖L2 = ‖f‖L2. Přitom tato
operace koncentruje (λ → 0) nebo rozptyluje (λ → ∞). Z Věty 23.1.(5)

vid́ıme, že [̂f1/c] = [f̂ ]c.
2© Větu 23.6. lze interpretovat tak, že jistá koncentrovanost nosiče f imp-
likuje rozptýlenost nosiče f̂ .
3© Krajńı př́ıpad: Dirac (maximálně koncentrovaná funkce) se transformuje
na 1 (maximálně rozptýlená funkce.)
4© Definujeme operátory (pro jednoduchost na prostoru S (Rn)) X : f(x) 7→
xf(x), a D : f(x) 7→ 1

2πi
f ′(x). Máme

‖Xf‖2
L2 =

∫

Rn

|f(x)|2x2 dx ,

což v jistém smyslu měř́ı rozptýlenost f od počátku. Protože D̂f = ξf̂(ξ), je

‖Df‖2
L2 = ‖D̂f‖2

L2 =

∫

Rn

|f(ξ)|2ξ2 dξ ,

tud́ıž Df analogicky měř́ı rozptýlenost f̂ od počátku. Snadno se ověř́ı, že X a
D jsou samoadjugované, a DXf −XDf = 1

2πi
f . Kvantitativńım vyjádřeńım

principu neurčitosti je následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 23.14. [Heisenberg̊uv princip neurčitosti.] Nechť f(x) ∈ S (Rn), a
‖f‖L2 = 1. Potom

‖Xf‖L2‖Df‖L2 ≥
1

4π
.

Rovnost nastává, právě když f je (vhodně škálovaný) gausián.
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