21. ABSTRAKTNI FOURIEROVY RADY.

Opakovani. Vektorovy prostor X je mnozina, jejiz prvky lze s¢itat, nasobit
skalarem (typicky z C), a obsahuje prvek 0 (nulovy vektor.)
Norma je ptitazeni x — ||x||, spliujici:

L. ||z|| > 0, a ||z]| = 0 prave kdyz x =0
2. |laz|| = |al||z|| pro Va € C
3. [l +yll < Izl + llyll (A-nerovnost)

Pomoci normy definujeme konvergenci posloupnosti {z,} C X: z, — xo
pravé kdyz ||z, — xo|| — 0.

A konvergenci fady: Y .o, @, = s (kde xy, s € X), prave kdyz s,, — s, kde
Sn = ) pe1 Th-

Definice. Posloupnost {x,} se nazve cauchyovskd, jestlize
(Ve > 0)(3no e N)[m,n > ng = |lz, — 2l <e].

Prostor, ve kterém cauchyovska posloupnost je vzdy konvergentni (tj. ma
limitu) se nazyva uplny.
Normovany vektorovy prostor, ktery je uplny, se nazyva Banachuv prostor.

Priklady. @ R" (s eukleidovskou normou) je tplny prostor (dokdzano loni
v prednasce MAF042)
@ Necht Q C R" je oteviend mnozina, p > 1. Definujeme

LPQ)={f:Q—C: [ je méfitelnd, /Q|f(x)|pd:p<oo}.

Norma na prostoru LP(€2) se definuje

i1, ={ [ \f(x)\pd:c}l/p |

Lze dokazat, ze LP(2) je tplny prostor. Viz napiiklad Jarnik, Integralni
pocet II, Véta 199, s. 545.

Definice. Nechf X je normovany vektorovy prostor, {z;} C X. Rekneme,
ze Y po, x) absolutné konverguje, jestlize fada (¢isel) Y -, ||k || konverguje.

Véta 21.1. Necht X je Banachuv prostor, {z;} C X. Jestlize fada Y, |z
konverguje absolutné, tak konverguje.

Opakovani. Skaldrni soucin je pfifazeni z, y — (z,y), spliujici:

1



1. prifazeni x — (z,y) je linedrni (pii y pevném)

2.y, x) = (z,y)
3. (x,x) >0, a (z,z) =0 pravé kdyz = = 0.

Poznamky.
® Z 1,2 plyne: (z+y,2) = (2,2) + (y,2), (x.y +2) = (z,9) + (z,2), a
(az,y) = a(z,y), (v,ay) = a(z,y).

e (dulezité) skalarni soucin vzdy vytvaii normu predpisem ||z|| := \/{(x,x).
Plati tzv. Cauchy-Schwartzova nerovnost

(@, < Iyl -

Definice. Prostor se skalarnim sou¢inem, ktery je uplny (vzhledem k norme,
vytvorené skaldarnim sou¢inem), se nazyvéa Hilbertuv prostor.

Umluva. V dalsim znaci H Hilbertiv prostor. Tj. prostor se skalarnim
soucinem, ktery uvazujeme automaticky s normou ||z|| = \/(x, z), a ktery je
uplny.

Priklad. Prostor L?*(Q) se skaldrnim sou¢inem

(f.9) = / f(2)g(x) du

je Hilbertuv prostor. (Samoziejme R™ je Hilbertuv, ale nds budou nadale
zajimat nekone¢né-dimenzionélni piipady.)

Lemma 21.1.
1. prifazeni x — ||z|| je spojité

2. pritazeni z, y — (x,y) je spojité

Definice. Rekneme, ze {z,} C H tvoif ortogonalni (OG) systém, jestlize
z, # 0, a (x,, ) = 0 pro m # n. Systém se nazve ortonormdlni, pokud
navic ||z, || = 1 pro Vn.

Priklad. Trigonometricky systém
{1, sinz, cos x,sin 2z, . .. }

je OG v prostoru L?(0,27). Viz Lemma 20.1.



Z ortogonalniho systému vznikne ortonormélni, klademe-li z,, = z,/[|z,|.
ON trigonometricky systém je

sin xZ, cos &, }
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Klicova otédzka kapitoly. Je dén néjaky OG systém {z,} C H, a my se
ptdme, zda kazdy prvek x € H lze vyjadiit jako Y p- | cpxy.

Véta 21.2. Necht {z,} C H je OG systém, ¢; € C, necht fada >~ cxr
konverguje a ma soucet x € H. Potom

()
Cp = (o0 78] . (Fk)

Definice. Necht . = {2,,} C H je OG systém, a = € H je libovolné. Rada
Y rey ki, kde ¢ jsou definovéna v (Fk) vyse, se nazyva Fourierova fada
prvku z vzhledem k systému .7.

Znacise Fy ». Cisla ¢, se nazyvaji Fourierovy koeficienty (prvku z vzhledem
k systému .7.)

Véta 21.3. Necht . = {,,} C H je OG systém, = € H je libovolné, ¢ a
F, » jsou jak feceno vyse. Potom plati:

L3 lelPllael® < lff?

2. tada F, » konverguje (ve smyslu normy v H)

3. F,.» = x pravé tehdy, kdyz v bodé 1. nastava rovnost.

Definice. OG systém {z,} C H se nazve tplny, pokud plati: je-li z € H
takové, ze (x,x,) = 0 pro Vn, pak nutné z = 0.

Ptiklady. (D) Trigonometricky systém je tplny v L%(0,27). @ OG systémy
probirané na cviceni (Legendreovy, Hermitovy, Cebysevovy polynomy) jsou
vesmeés uplné v odpovidajicich prostorech

Véta 21.4. Necht H je Hilbertiiv prostor, . = {x,,} je OG systém. Potom
je ekvivalentni:

1. systém {z,} je uplny
2. pro Vo € H plati Y ;7 [ex||zk])® = ||z

3. proVex € Hplati F, » = x



Zde ¢y, F # jsou Fourierovy koeficienty resp. Fourierova fada pro x vzhledem
k systému {z,}.

*Véta 21.5. [O nejlepsi aproximaci.] Necht H je Hilbertiv prostor, ./ =
{z,} C H je OG systém. Necht x € H je libovolné, ¢, jsou Fourierovy
koeficienty prvku x vzhledem k systému {z,}, a a; € C libovolna ¢isla takova,
ze y - | apxy, konverguje. Potom

(o] o
lz = craell < llo = agar]|
k=1 k=1

a rovnost nastava praveé kdyz ¢, = ay pro Vk.

Definice. Necht X je vektorovy prostor. MnoZina {x,}aca se nazve (al-
gebraickd) baze X, pokud kazdé x € X lze jedinym zpusobem napsat jako
konecny soucet Zivzl CkTa, , kde ¢, € C.

Necht X je prostor s normou. Spocetnd mnozina {z, ey se nazve Schaud-

erova baze X, pokud kazdé x € X lze jedinym zpusobem napsat jako soucet
Fady Y pe ki, kde ¢, € C.

Poznamky.

e v konecné-dimenzionalnim prostoru je algebraickd baze totéz co Schaud-
erova baze; obé baze jsou konecné

e pokud dim X = oo, je algebraickd béze zpravidla nespocetna. Casto vsak
existuje Schauderova baze. Prakticky vzato je pohodlnéjsi pracovat s fadou
(jakozto spocetnou linearni kombinaci), nez koneénymi soucty prvku, které
vybirdm z nespocetné algebraické baze.

e 7 Véty 21.4. vyplyva, ze uplny OG systém je piikladem Schauderovy béze
(jednoznag¢nost koeficientu plyne z Véty 21.2.)



