DODATEK KE KAPITOLE 20.

Necht f je spojitd v omezeném, uzavieném intervalu [a,b]. Potom f je zde
omezend. — Zobecnénim této véty (prvni semestr) je nésledujici

Véta A. Necht f je spojita v intervalu (a,b), ne nutné omezeném. Nechf
limity
fm fz),  lim (@ )

jsou konecné. Potom f je omezend v (a,b).

Diikaz. Sporem: neni-li omezend, pak Vn € N 3z, € (a,b) tak, ze |f(x,)] >
n. Tedy
[f(zn)| =00,  n—o0. (2)

BUNO posloupnost {z,} ma limitu; jsou tfi moznosti:
1. x, — x € (a,b), potom f(z,) — f(xo) € R — spor s (2).
2. x, — a (zleva), pak je ale (2) ve sporu s kone¢nosti limity v (1)

3. x, — b (zprava) analogicky

Véta B. Necht f je po ¢astech spojité funkce. Potom

2w

lim [ |Fpa(z) - f(2))?de = 0. (3)

n—oo

Diikaz. 1. KROK. Necht nejprve f je spojitd, po ¢dstech C'. Podle Vety
20.2 je Frn(x) — f(x) pro kazdé .
Dle Véty 20.6 spliiuji Fourierovy koeficienty |ag| + |bg] < ¢/k?. Podle Weier-
strassovy véty konverguje Fourierova fada stejnomérné, (srovnej dukaz Veéty
20.5). Tedy Fyn(z) = f(x), odtud |Fyn(z) — f(x)]> = 0, a tedy (3) plati
(viz Véta 13.2 v minulém semestru.)

2. KROK. Necht f je libovolnd, po ¢dstech spojitd. Zvolme £ > 0 libovolné.
Vezméme funkci g, kterd je spojitd, po ¢astech C!, a pfitom

/0 (@) — gl@)Pdz << (4)

Funkci g sestrojime tak, ze v intervalech, kde f je spojita, vedeme g velmi
blizko f, skoky v nespojitostech aproximujeme velmi strmou tuseckou. Viz
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obrézek na konci. Tim je integrél (4), ktery odpovida plose mezi grafy f a
g, tak maly, jak potiebujeme.
Diky nerovnosti 2ab < a? 4 b?> mame

(a+b+c)* =a* + b+ &+ 2ab + 2bc + 2ac < 3(a® + b* + 7).

Tedy

/0 N Fpul) — f(@)da

2

S/0W(lﬂ:%fﬂ)—fg,n(fv)l+|fg,n($)—g(x)lﬂtlg(fv)—f(x)l) dx

< 3/0 ' | Fin(2) = Fyn(@)? + | Fyn(z) — g(z)? + |g(z) — f(2)|* dx
= 3<Il +]2+]3).

Zde F, ,(x) znali n-ty ¢astecny soucet Fourierovy fady funkce g.
Diky (4) je I3 < e. Podle KROKU 1 je I, < g, pokud n je dost velké.
V dukaze Véty 20.4 jsme mimo jiné dokazali, ze

W]:n 2dx < " 2dx,
/0 Fra(a)] x</0 (@)

a tedy

/ V() = Fyula) P di = / | gn(@)P da < / " 1f(2) - g() de.
0 0 0

Zde Fy_, () znaci n-ty castecny soucet Fourierovy fady funkce f—g; pouzili
jsme ziejmou identitu Fy_,,(z) = Frn(x) — Fyn().
Tudiz I, < ¢ diky (4).

Celkem tedy
2
| 1@ - f@P s < 9.
0

pokud n je dost velké. Protoze € 1ze volit libovolné, dukaz (3) je hotov. [
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