20. FOURIEROVY RADY.
Definice. Rada funkci

% + Z lay, cos kx + by, sin k] (T)
k=1
kde a, by € R jsou konstanty, se nazyva trigonometricka rada.

Poznamka. Pokud tato fada konveguje, je jeji soucet 2m-periodicka funkce.
Lze naopak kazdou 27-periodickou funkci napsat jako soucet néjaké trigono-
metrické fady? — Jedna z hlavnich otazek kapitoly.

Lemma 20.1.
(1) fozw sinnxr = fozﬂ cosnz = 0 pro Vn # 0 celé,
(2) [, sinna cosma = 0 pro Vm, n > 1 celd,

o . . 2 .
(3) fo "sinnzsinme = fo "cosnzcosmr = Tmn, (Omn je Kroneckerovo

delta).

Poznamka. Ptedchozi lemma tikd, ze tzv. trigonometricky systém
{1,sinz, cos z, sin 2z, cos 2z, ...}

je ortogonalni vzhledem ke skaldrnimu souc¢inu (f, g) = fo% f(z)g(z) dx.

Definice. Necht f € L(0,27). Trigonometrickd fada s koeficienty

2T
ag = %/0 f(x)dx

1 2m
ak:—/ f(z) cos kx dx k>1
T Jo

1 2
bk:—/ f(z)sin kz dx k>1
T Jo

se nazyva Fourierova fada funkce f. Znaci se Fy. Jeji n-ty Castecny soucet
znacime

Finlz) = % + Z [ak cos kx + by sin kx| .
k=1

Je tedy Fy(z) = limy, oo Frn(2). Cisla ay, by se nazyvaji Fourierovy koefi-
cienty funkce f.

Poznamky.
e je Fy(x) = f(z) 7 Jisté ne vzdy ve viech bodech, nebot ag, by a tudiz Fy
nevidi zmény f na mnoziné miry 0. Viz téz poznamku na konci kapitoly.

1



o F; je vidy 2m-periodickd, zkoumanou f tedy také rozsiiime 27-periodicky.
e je-li f funkce 2m-periodickd, potom fOZW f="_f= f;”ﬂ f proVa e R
e obecnéji, pro f funkci I-periodickou definujeme

- 2 2
Fi(z) = % + Z [ak cos (kax) + by, sin <Tﬁkx)]
k=1

kde

! !
ar = %/0 f(x) cos (?kx) dr, by = %/0 f(x)sin (Q%kx) dz .

(Plati ptislusné analogie vysledku této kapitoly.)
e fsudd = b, =0; f lichh = a;, = 0.

Véta 20.1. Necht fada (T) konverguje stejnomérné v [0, 27r]. Oznacme s(x)
jeji soucet. Potom Fourierovy koeficienty funkce s(x) jsou prave cisla ag, by,
vyskytujici se v (T).

Lemma 20.2. [Komplexni tvar Fourierovy fady.] Necht f € L(0,2m),
necht ay, by, jsou jeji Fourierovy koeficienty. Oznacme

1 2m
k= —/ f(x)exp(—ikx)dx, keZ.
2 Jo

Potom plati vztahy

Qo
0=
1 ,
ckzé(ak—zbk) k’Zl
1

respektive

(l0:200
A = Cp + C_p, kZl
bk = Z(Ck — C,k) k Z 1

Pro n-ty ¢astecny soucet Fourierovy fady Fy,(x) plati

Fin(z) = Z cx exp(ikz)

k=—n
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a tedy (formélneé)

Fi(z) = Z cpexp(ikz) .

kEZ

Lemma 20.3. [Integrdlni tvar F.f.] Necht f € L'(0,27) je 2m-periodicka.
Potom n-ty ¢astecny soucet F.i. funkce f splnuje

Fin(z / flx+ 2)Dy,(z)d=
kde
sin [(n + %) z}
2sin (%)
se nazyva Dirichletovo integra¢ni jadro.

Dy (z) =

Poznamky.
e D,(z) je sudd, 2m-periodicka funkce.
e - [" D,(z)dz=1proVneN,

Definice. Funkci f nazveme po ¢astech spojitou v (a,b), pokud existuji
body zg = a < 1 < z9--- < x, = b takové, ze f je spojitda v intervalech
(xj_1,x;) a navic ma v bodech z; jednostranné vlastni limity.

Funkei nazveme po ¢dstech C*, jestlize navic f'(z) je spojitd v (zj_1,z;) a
f'(z) mé v bodech z; jednostranné vlastni limity.

Priklady. D sgn(z) je po ¢dstech C, neni spojita

@ |z| je spojita, je po ¢astech C!, neni C*

® ¥z je spojitd, nenf po ¢dstech C! (derivace je nespojitd v z = 0, nema
zde konecné limity.)

Véta 20.2. [O konvergenci Fourierovy fady.] Necht f € L'(0,27) je 27-
periodickd a navic po ¢dstech C'! v intervalu (a,b) C R. Potom pro Vz € (a, b)

je
flz=) + flat)
2
Specialné Fy(x) = f(x) v téch bodech z € (a,b), kde je f(z) spojita.

Lemma 20.4.! [Riemann-Lebesgueovo.] Necht f € L!(a,b). Potom

Fy(z) =

lim / f(zx)sin(tz) d lim / f(x)cos(tx)dr = 0.

t—o00 t—o0

kde (o, ) C (a,b) je libovolny interval.

IDitkaz pro po ¢astech spojité funkce.



Véta 20.3. [Riemannova véta o lokalizaci.] Necht f € L'(0,2n) je 27-
periodickd funkce; A € R, x € R a § € (0,7) jsou pevna ¢isla. Potom je
ekvivalentni:

1. ./Tf(l‘) = A
2.

[ G2+ g2 - 24 D)z =0 pron— oo

Dusledek. O tom, ¢emu se rovnd Fy(z), rozhoduje pouze chovani f na
(x — 8,2+ 6), kde 6 > 0 je pevné zvolené ¢islo (muze byt velmi malé.)

Definice. Pro interval (a,b) C R a p € [1,00) definuji

b
IP(ab) = {f(x) : (a,b) — R: f je moritelna, / F(2)P < oo}

tzv. LP-integrovatelné funkce.

Poznamky.

e L'(a,b) = L(a,b) ... Lebesgueovsky integrovatelné funkce

. L2(a b) je velmi dillezity, nebot v ném lze zavést skaldrni soucin (f,g) =
f f(x)g(x) dr; normu v prostoru L? definujeme

1fll2@yy = V{F f) = If )P da.

Véta 20.4.2 [Parsevalova rovnost.] Necht f € L%*(0,7) je 2w-periodick4,
necht Fy,(x) je tdstetny soucet Fourierovy fady, ay, by Fourierovy koefi-
cienty. Potom plati:

(1)

(2)

Poznamky.
e (1) iiké, ze Fy, — f v prostoru L*(0, )

2Diikaz ekvivalence (1) a (2), a”<” v (2). Diikaz pro funkce po éastech C'! viz Dodatek.
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e (2) lze chdpat jako Pythagorovu vétu: (PS) = velikost f (v normé L?) na
druhou, (LS) = soucet druhych mocnin soutadnic f (ax, b jako soutadnice
vzhledem ke trigonometrickému systému)

’,

Opakovani.
Véta A. fi(x) spojité, > -, fr(z) konverguje stejnomérné = s(x) :=
S, fil) jo spojiti

Véta B. | fy(z)] < ¢ (¢isla ¢ nezavisi na x), Y ;- ¢x konverguje =
> v fru(z) konverguje stejnomérné

Véta C. >, fr(z) konverguje, fi(x) jsou diferencovatelné, >~ | fi(x) kon-
verguje stejnomérne = s(z) := > ;- fr(z) je diferencovatelna, a s'(z) =

> her Ji ()
Véta 20.5. Necht
Qo

flz)=—+ ay cos kx + by sin kx| |
2
1

o]
k=

a existuji C' > 0, N > 0 celé tak, ze plati

C
|a’k‘ _'_ ‘bk‘ S kN+2 :

Potom f € CV.

Véta 20.6. Necht f € CV je 2n-periodicka, necht navic fOV+HD | fFIN+2) j50u
po castech spojité. Potom pro Fourierovy koeficienty plati

C
lag| + bk| < N

Disledek. Vidime, ze hladkost funkce je pifimo imérna tomu, jak rychle

Fouerierovy koeficienty klesaji do nuly.

7, ptedchozich vét vyplyva, ze pro funkce s po ¢astech spojitymi derivacemi

plati f € CN\CN*! <= Fourierovy koeficienty spliujf |a |+ |bg| ~ 1/kNT2.

Pro funkei, ktera je po ¢astech spojitd, ale neni spojita, plati |ax|+ |bk| ~ 1/k.

Véta 20.7. [Integrovani Fourierovy fady ¢len po élenu.] Necht f je po

¢astech spojitd, 2m-periodickd, necht ay, by, jsou jeji Fourierovy koeficienty.

Potom pro Vo € R

’ Qg Ay - —by, ag .

+ —— cos kx + — sin kx

S



Poznamka. Tvrzeni dostaneme formalné integrovanim rovnosti

f(z) = % + Z lay cos kx + by, sin kx| |
k=1
ta ovSem za predpokladu véty nemusi platit!

Dusledek. Necht f(x) je spojitd, 2m-periodicka funkce. Necht vSechny jeji
Fourierovy koeficienty jsou nulové. Potom f(x) je identicky nulova v R.

Poznamka. Necht f(z) je 2m-periodickd funkce, F(z) jeji Fourierova rada.
Ohledné (ne)nastavani rovnosti

je znamo toto:
e lze sestrojit f € L'(0,27) takovou, ze (*) neplati pro viubec zaddné .

e pokud f € L*(0,2n), tak (*) plati pro skoro viechna z. Slavny vysledek
L. Carlesona z roku 1965; nejkratsi znamy diukaz nejde pod 30 stran.

e pokud f je spojitd, stale mohou existovat body (dokonce nekoneéné
bodu) takovych, ze (*) neplati.
Ovsem spojita funkce je omezend, tudiz L2-integrovatelnd, a tedy diky
Carlesonové vété nastava (*) pro skoro vsechna z.

e pokud f je spojitd, a f’ je po ¢astech spojita, tak (*) plati pro vSechna
x € R. Toto jediné tvrzeni jsme poctivé dokézali.



