
20. Fourierovy řady.

Definice. Řada funkćı

a0

2
+

∞
∑

k=1

[ak cos kx + bk sin kx] (T )

kde ak, bk ∈ R jsou konstanty, se nazývá trigonometrická řada.

Poznámka. Pokud tato řada konveguje, je jej́ı součet 2π-periodická funkce.
Lze naopak každou 2π-periodickou funkci napsat jako součet nějaké trigono-
metrické řady? – Jedna z hlavńıch otázek kapitoly.

Lemma 20.1.

(1)
∫ 2π

0
sin nx =

∫ 2π

0
cos nx = 0 pro ∀n 6= 0 celé,

(2)
∫ 2π

0
sin nx cos mx = 0 pro ∀m, n ≥ 1 celá,

(3)
∫ 2π

0
sin nx sin mx =

∫ 2π

0
cos nx cos mx = πδmn, (δmn je Kroneckerovo

delta).

Poznámka. Předchoźı lemma ř́ıká, že tzv. trigonometrický systém

{1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ...}

je ortogonálńı vzhledem ke skalárńımu součinu 〈f, g〉 =
∫ 2π

0
f(x)g(x) dx.

Definice. Nechť f ∈ L1(0, 2π). Trigonometrická řada s koeficienty

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x) dx

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx k ≥ 1

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kx dx k ≥ 1

se nazývá Fourierova řada funkce f . Znač́ı se Ff . Jej́ı n-tý částečný součet
znač́ıme

Ff,n(x) =
a0

2
+

n
∑

k=1

[

ak cos kx + bk sin kx
]

.

Je tedy Ff(x) = limn→∞Ff,n(x). Č́ısla ak, bk se nazývaj́ı Fourierovy koefi-
cienty funkce f .

Poznámky.

• je Ff(x) = f(x) ? Jistě ne vždy ve všech bodech, neboť ak, bk a tud́ıž Ff

nevid́ı změny f na množině mı́ry 0. Viz též poznámku na konci kapitoly.
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• Ff je vždy 2π-periodická, zkoumanou f tedy také rozš́ı̌ŕıme 2π-periodicky.

• je-li f funkce 2π-periodická, potom
∫ 2π

0
f =

∫ π

−π
f =

∫ a+2π

a
f pro ∀a ∈ R

• obecněji, pro f funkci l-periodickou definujeme

Ff(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

[

ak cos

(

2π

l
kx

)

+ bk sin

(

2π

l
kx

)]

kde

ak =
2

l

∫ l

0

f(x) cos

(

2π

l
kx

)

dx , bk =
2

l

∫ l

0

f(x) sin

(

2π

l
kx

)

dx .

(Plat́ı př́ıslušné analogie výsledk̊u této kapitoly.)
• f sudá =⇒ bk = 0; f lichá =⇒ ak = 0.

Věta 20.1. Nechť řada (T) konverguje stejnoměrně v [0, 2π]. Označme s(x)
jej́ı součet. Potom Fourierovy koeficienty funkce s(x) jsou právě č́ısla ak, bk,
vyskytuj́ıćı se v (T).

Lemma 20.2. [Komplexńı tvar Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L1(0, 2π),
nechť ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Označme

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) exp(−ikx) dx , k ∈ Z .

Potom plat́ı vztahy

c0 =
a0

2

ck =
1

2
(ak − ibk) k ≥ 1

c−k =
1

2
(ak + ibk) k ≥ 1

respektive

a0 = 2c0

ak = ck + c−k k ≥ 1

bk = i(ck − c−k) k ≥ 1

Pro n-tý částečný součet Fourierovy řady Ff,n(x) plat́ı

Ff,n(x) =

n
∑

k=−n

ck exp(ikx) ,
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a tedy (formálně)

Ff(x) =
∑

k∈Z

ck exp(ikx) .

Lemma 20.3. [Integrálńı tvar F.̌r.] Nechť f ∈ L1(0, 2π) je 2π-periodická.
Potom n-tý částečný součet F.̌r. funkce f splňuje

Ff,n(x) =
1

π

∫ π

−π

f(x + z)Dn(z) dz

kde

Dn(z) =
sin

[(

n + 1
2

)

z
]

2 sin
(

z
2

)

se nazývá Dirichletovo integračńı jádro.

Poznámky.

• Dn(z) je sudá, 2π-periodická funkce.
• 1

π

∫ π

−π
Dn(z) dz = 1 pro ∀n ∈ N.

Definice. Funkci f nazveme po částech spojitou v (a, b), pokud existuj́ı
body x0 = a < x1 < x2 · · · < xn = b takové, že f je spojitá v intervalech
(xj−1, xj) a nav́ıc má v bodech xj jednostranné vlastńı limity.
Funkci nazveme po částech C1, jestliže nav́ıc f ′(x) je spojitá v (xj−1, xj) a
f ′(x) má v bodech xj jednostranné vlastńı limity.

Př́ıklady. 1© sgn(x) je po částech C1, neńı spojitá
2© |x| je spojitá, je po částech C1, neńı C1

3© 3
√

x je spojitá, neńı po částech C1 (derivace je nespojitá v x = 0, nemá
zde konečné limity.)

Věta 20.2. [O konvergenci Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L1(0, 2π) je 2π-
periodická a nav́ıc po částech C1 v intervalu (a, b) ⊂ R. Potom pro ∀x ∈ (a, b)
je

Ff(x) =
f(x−) + f(x+)

2
.

Speciálně Ff(x) = f(x) v těch bodech x ∈ (a, b), kde je f(x) spojitá.

Lemma 20.4.1 [Riemann-Lebesgueovo.] Nechť f ∈ L1(a, b). Potom

lim
t→∞

∫ β

α

f(x) sin(tx) dx = 0 , lim
t→∞

∫ β

α

f(x) cos(tx) dx = 0 .

kde (α, β) ⊂ (a, b) je libovolný interval.

1Důkaz pro po částech spojité funkce.
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Věta 20.3. [Riemannova věta o lokalizaci.] Nechť f ∈ L1(0, 2π) je 2π-
periodická funkce; A ∈ R, x ∈ R a δ ∈ (0, π) jsou pevná č́ısla. Potom je
ekvivalentńı:

1. Ff(x) = A

2.
∫ δ

0

{

f(x + z) + f(x − z) − 2A
}

Dn(z) dz → 0 pro n → ∞ .

Důsledek. O tom, čemu se rovná Ff(x), rozhoduje pouze chováńı f na
(x − δ, x + δ), kde δ > 0 je pevně zvolené č́ıslo (může být velmi malé.)

Definice. Pro interval (a, b) ⊂ R a p ∈ [1,∞) definuji

Lp(a, b) = {f(x) : (a, b) → R; f je měřitelná,

∫ b

a

|f(x)|p < ∞}

tzv. Lp-integrovatelné funkce.

Poznámky.

• L1(a, b) = L(a, b) ... Lebesgueovsky integrovatelné funkce
• L2(a, b) je velmi d̊uležitý, neboť v něm lze zavést skalárńı součin 〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x) dx; normu v prostoru L2 definujeme

‖f‖L2(a,b) =
√

〈f, f〉 =

√

∫ b

a

|f(x)|2 dx .

Věta 20.4.2 [Parsevalova rovnost.] Nechť f ∈ L2(0, π) je 2π-periodická,
nechť Ff,n(x) je částečný součet Fourierovy řady, ak, bk Fourierovy koefi-
cienty. Potom plat́ı:
(1)

lim
n→∞

∫ 2π

0

|Ff,n(x) − f(x)|2 dx = 0 ;

(2)

a2
0

2
+

∞
∑

k=1

(

a2
k + b2

k

)

=
1

π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx .

Poznámky.

• (1) ř́ıká, že Ff,n → f v prostoru L2(0, π)

2Důkaz ekvivalence (1) a (2), a ”≤” v (2). Důkaz pro funkce po částech C1 viz Dodatek.
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• (2) lze chápat jako Pythagorovu větu: (PS) = velikost f (v normě L2) na
druhou, (LS) = součet druhých mocnin souřadnic f (ak, bk jako souřadnice
vzhledem ke trigonometrickému systému)

Opakováńı.

Věta A. fk(x) spojité,
∑

∞

k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně =⇒ s(x) :=
∑

∞

k=1 fk(x) je spojitá
Věta B. |fk(x)| ≤ ck (č́ısla ck nezáviśı na x),

∑

∞

k=1 ck konverguje =⇒
∑

∞

k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně
Věta C.

∑

∞

k=1 fk(x) konverguje, fk(x) jsou diferencovatelné,
∑

∞

k=1 f ′

k(x) kon-
verguje stejnoměrně =⇒ s(x) :=

∑

∞

k=1 fk(x) je diferencovatelná, a s′(x) =
∑

∞

k=1 f ′

k(x)

Věta 20.5. Nechť

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

[ak cos kx + bk sin kx] ,

a existuj́ı C > 0, N ≥ 0 celé tak, že plat́ı

|ak| + |bk| ≤
C

kN+2
.

Potom f ∈ CN .

Věta 20.6. Nechť f ∈ CN je 2π-periodická, nechť nav́ıc f (N+1), f (N+2) jsou
po částech spojité. Potom pro Fourierovy koeficienty plat́ı

|ak| + |bk| ≤
C

kN+2
.

Důsledek. Vid́ıme, že hladkost funkce je př́ımo úměrná tomu, jak rychle
Fouerierovy koeficienty klesaj́ı do nuly.
Z předchoźıch vět vyplývá, že pro funkce s po částech spojitými derivacemi
plat́ı f ∈ CN \CN+1 ⇐⇒ Fourierovy koeficienty splňuj́ı |ak|+|bk| ∼ 1/kN+2.
Pro funkci, která je po částech spojitá, ale neńı spojitá, plat́ı |ak|+|bk| ∼ 1/k.

Věta 20.7. [Integrováńı Fourierovy řady člen po členu.] Nechť f je po
částech spojitá, 2π-periodická, nechť ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty.
Potom pro ∀x ∈ R

∫ x

0

f(t) dt − a0

2
x =

A0

2
+

∞
∑

k=1

[−bk

k
cos kx +

ak

k
sin kx

]

kde A0 = 2
∑

∞

k=1
bk

k
.

5



Poznámka. Tvrzeńı dostaneme formálně integrováńım rovnosti

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

[ak cos kx + bk sin kx] ,

ta ovšem za předpoklad̊u věty nemuśı platit!

Důsledek. Nechť f(x) je spojitá, 2π-periodická funkce. Nechť všechny jej́ı
Fourierovy koeficienty jsou nulové. Potom f(x) je identicky nulová v R.

Poznámka. Nechť f(x) je 2π-periodická funkce, Ff(x) jej́ı Fourierova řada.
Ohledně (ne)nastáváńı rovnosti

Ff(x) = f(x) (∗)

je známo toto:

• lze sestrojit f ∈ L1(0, 2π) takovou, že (*) neplat́ı pro v̊ubec žádné x.

• pokud f ∈ L2(0, 2π), tak (*) plat́ı pro skoro všechna x. Slavný výsledek
L. Carlesona z roku 1965; nejkratš́ı známý d̊ukaz nejde pod 30 stran.

• pokud f je spojitá, stále mohou existovat body (dokonce nekonečně
bod̊u) takových, že (*) neplat́ı.

Ovšem spojitá funkce je omezená, tud́ıž L2-integrovatelná, a tedy d́ıky
Carlesonově větě nastává (*) pro skoro všechna x.

• pokud f je spojitá, a f ′ je po částech spojitá, tak (*) plat́ı pro všechna
x ∈ R. Toto jediné tvrzeńı jsme poctivě dokázali.
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