17. PLOSNY INTEGRAL.

Definice. MnoZina P C R? se nazve jednoduché plocha, pokud P = ¢(Q),
kde Q C R? je omezend oblast, a ¢ : Q — R? spliiuje:

(i) ¢ je Ct, prosté

(il) h(Ve) =2 vSude v Q

(iii) @1 : P — ) je spojité

Dvojice (p,€2) se nazyva parametrizace plochy P.

Poznamky.

e bod (ii) ... plocha nedegeneruje napt. v kiivku, h(V¢) znaci hodnost matice
V; bod (iii) ... vylucuje situaci, kdy kraj se dotyka vnitiku plochy
Piiklady. @) Graf C! funkce f : © C R? — R je plocha, parametrizace
¢ = (u,v, f(u,v)), (u,v) € Q.

@ Stérické soutadnice z = sinucosv, y = sinusinv, z = cosu, kde (u,v) €
Q = (0,7) x (0,27) parametrizuji jednotkovou sféru s vyjimkou jednoho
”poledniku”

Poznamka. [Vnéjsi soucin.] Pro u = (uy, ug, u3), v = (v, va,v3) vektory v
R3 definuji u x v jako vektor (usvs — uzvg, Uzvy — ULV3, U1Vs — UgVy).
Vlastnosti:

e (ut+w)xXv=uxv+wxuv, (au) X v=1u X (av) = a(u X v) (bilinearita)
o u X v=—(vxu) (antisymetrie)

Geometricky vyznam:

e u, v jsou linearné zavislé, pravé kdyz u x v =0

e jsou-li u, v linedrné nezavislé, je w = u x v (jednoznac¢né urceny) vektor s
témito vlastnostmi:

(1) w je kolmy na rovinu, uréenou vektory u, v

(2) délka w je rovna plose rovnobézniku, uréeného vektory u, v

(3) vektory u, v a w (v tomto poradi) tvoii kladné orientovanou bazi, tj.
determinant matice se sloupci u, v, w je kladny.

e pro Vu, v, w € R? plati: w- (u x v) = det[w, u,v], kde [w, u,v] je matice se
sloupci w, u, v (v tomto poradi.)

Definice. Necht P C R? je jednoduch4 plocha, f : P — R. Plosny integral
1. druhu funkce f pres plochu P definujeme jako

/dezfﬂ(fosO) 0 % O] ducv
P

kde (¢, () je libovolna parametrizace P.



Pozndmka. Geometricky vyznam: |, p1dS je obsah (dvourozmérna mira)
plochy.

Definice. Necht P C R? je jednoduchd plocha, x € P, a (¢, ) je libovolna
parametrizace P. Definujeme:
teCny prostor:

Ta:(P) = Lln{au¢(80—1(m))7 81)90(()0—1(1‘.))} )

normalu:

n(z) = + ( Oup X Oy

[P avson) (p-1(2)

Zjevné |n|| =1, n(z) L T,.

Definice. Orientovat jednoduchou plochu znaci urcit preferovanou stranu
(neboli rozlisit ,rub“ a ,lic“.)

Poznamky. Parametrizace vyjadiuje orientaci — strana plochy, na kterou
ukazuje vektor 0, x 0,¢. Parametrizace je/neni ve shodé s orientaci plochy.
Normala je urcena az na znaménko. Pokud chceme norméalu ve shodé s ori-
entaci, a parametrizace je ve shodé s orientaci, plati

Outp X Oup

nopy — ——————.
10up X Oup||

Definice. Nechf P C R? je jednoduché plocha, F' : P — R3. Plo$ny integral
2. druhu funkce F' ptes plochu P definujeme jako

/F-dS:/(Focp)~(8u<p><8vcp)dudv,
P Q

kde (¢, <) je libovolna parametrizace ve shodé s orientaci P.
Integrand se da zapsat také jako

det [F (), dup, 0] -
V tradi¢nim znaceni F' -dS = Fidydz + Fydzdx + Fydxdy.
Definice. Mnozina P C R? se nazve zobecnéna plocha, jestlize

P=>"PUl (%),
j=1

kde P; jsou jednoduché plochy, spliujici
PinPy=0  Vj#j (4,
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a ' je konecné sjednoceni jednoduchych krivek.

Poznamky. Plati P; = P; U 3, kde 3 je "okraj” plochy. Podminka (+) ¥ika:
plochy jsou disjunktni, a okraj jedné nezasahuje do vnititku druhé.
Sjednoceni (*) se nazyva piipustny rozklad P; neni uréen jednoznacné.
Priklady. D Sféra Sy = {22 + y*> + 22 = 1} je zobecnénd plocha; S, =

P,UP,UT, kde P, jsou polokoule — grafy f = 4++/1 — 22 — 2, {2% +¢* < 1},
[ je rovnik {z = 0,22 + y* = 1}.
@ hranice krychle K = [0,1]? je zobecnénd plocha, p¥ipustny rozklad

6 12
UprulUw
j=1 k=1

P; jsou stény, 7, hrany.

Definice. Zobecnéna plocha je orientovana, pokud je pevné zvolen pripustny
rozklad, a jeho elementy P; jsou orientované (tzv. orientovany rozklad.)

Definice. Necht P C R3 je zobecnénd plocha, (*) je pfipustny (orientovany)
rozklad, f : P — R resp. F : P — R3. Potom definujeme

/Pfdszjf;/ﬂfds, /PF-dS:JZm;/PjF-dS.

Definice. Pro F : Q C R? — R? definujeme divergenci

OF, O0F, O0F;3

divF = o + Dy + %

Véta 17.1. [Gaussova pro R3]. Necht  C R? je ,rozumna” oblast, F': Q —
R3 je C*. Necht 99 je zobecnénd plocha. Potom

/dide/\3:/ F.-ndS,
Q a9

kde n je normala k 02, sméfujici ven z 2 (vnéjsi normaéla.)

Vé&ta 17.2. [Vztah integralu 1. a 2. druhu.] Nechf P C R3? je jednoduch4,
orientovand plocha, F : P — R3. Potom

/PF-dS:/P(F~n)dS,

kde n je norméala k P, volena ve shodé s orientaci.
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Poznamky.

e Leva strana ... integral 2. druhu, prava strana ... integral 1. druhu ze
skalarni funkce f = F - n. Srovnej Vétu 16.4.

e Gaussovu vétu lze tedy preformulovat:

/dide)\g = F.dSs
Q o9

pricemz orientace 02 je smérem ven.

Vzoreéky. D Pro «a, 3 € R3 plati

e R

™ R

oo B = et (2%

5)

@ Necht o, B, 7,6 € R3a A = b ) spliji [a; B] = [v;6] A (kde [a; 8]

d
znaci matici se sloupci e, £.) Potom a x 8 = ('y x 8) det A.

Vé&ta 17.3. Necht P C R3 je jednoduché plocha, f : P — R, (p, Q) libovolna
parametrizace. Potom

/Pde:/Qfocp\/gdudv,

Kde Oup - O Ougp - O
9= det ( auQO ’ av(p anO ’ anO )

je tzv. Grammuv determinant.

P¥iklad. Valcové soufadnice x = pcosu, y = psinu, z = v, (u,v) € Q C R?
(pozor! p > 0 je konstanta). Pak je \/g = p.

Opakovani.

e véta o inverzi: necht 2 C RF je oteviend, x : Q@ — R* je C', au® € Q je
takovy bod, ze Vx(u®) je regularni matice.

Potom existuje U okoli u° s témito vlastnostmi: y(U) je oteviend mnozina,
X je na U prosté a zobrazeni k ni inverzni je C*.

e Necht Q, O C R” jsou oteviené. Zobrazeni w : O — ) se nazve difeomor-
fismus, pokud je vzajemné jednoznacéné, C1, a Jw = det Vw # 0 viude v O.
e pro difeomorfismus plati véta o substituci:

/gd/\k = / (gow)|Jw|dA,
Q o
kde g : 2 — R je libovolna funkce.



Lemma 17.1. [Reparametrizace plochy.] Necht P C R3 je jednoduch4 plo-
cha, (¢,9), (¥,0) jeji parametrizace. Potom existuje difeomorfismus w :
O — Q) takovy, ze ¥ = p o w.

Navic: Jw > 0 (resp. Jw < 0), pokud ¢, ¥ vyjadiuji stejnou (resp. opacnou)
orientaci.

Disledky. Te¢ny prostor nezavisi na zvolené parametrizaci. Norméalovy vek-
tor (az na znaménko) téz ne.

Véta 17.4.! Integral 1. druhu nezavisi na parametrizaci. Integral 2. druhu
také ne — az na znaménko v pripadé neshody parametrizace s orientaci.

Definice. P C R3 se nazve plocha s okrajem, pokud existuje parametrizace
(p, Q) s témito vlastnostmi:

(i) ¢ je prostd, C* a h(Ve) = 2 dokonce na néjaké O striktné vétsi nez
(ii) 092 je jednoducha, uzaviena kiivka.

Mnozina I' = ¢(0f2) se nazyva okraj plochy.

Poznamka. Odsud nutné vyplyva, ze I je téZ jednoducha uzaviena kiivka.

Navic: je-li x parametrizace 0f2, je ¢ o x parametrizace I.

Definice. Necht P C R? je orientovand plocha s okrajem. Necht kiivka I' (=
okraj P) je orientovana. Rekneme, Ze I' obih4d P v kladném smyslu, jestlize
(nazorné feceno): jdeme-li po okraji ve sméru probihani I', hlavou ve sméru
orientace P, mame plochu po levé ruce.

Poznamka. Tato definice plati jen v pravotocivych souradnych soustavéch.

Definice. Pro F : Q C R?® — R? definujeme rotaci
0F; 0F, 0Fy O0F3; 0F, O0F)

81‘2 B 8:703’ (‘3:703 81‘1’ 8301 81‘2

rot F' = (

Vé&ta 17.5. [Stokesova.] Necht P C R3 je plocha s okrajem I', necht T' obih4 P
v kladném smyslu. Necht F' € C1(0), kde O je oteviend mnoZina obsahujici

O PUT. Potom
/rotF~dS':/F-ds.
P r

Definice. Oblast 2 C R" se nazve jednoduse souvisla, jestlize kazdou uza-
vienou krivku v C € Ize stdhnout do bodu, aniz opustime Q.

Poznamka. Pro n = 2 to nazorné znamena: je-li v C €2 uzaviena kiivka,
tak ”vnittek” ~ lezi cely v €.

Pro n = 3 to znadi: je-li v C Q uzaviena krivka, pak existuje plocha P C 2
takova, Ze v je okraj P.

!Diikaz pro jednoduchou plochu.



Priklady. (Pro R3. Ozna¢ B(0,r) = {[z,y, 2]; * +y? + 2% < r?}.)

D Q= B(0,R)\ B(0,7), R > r je jednoduse souvisla.

@ Q= B(0,R)\ {[z,v, z]; *>+ y* < r?*} neni jednoduse souvisla.

Lemma 17.2 Necht 2 C R? je oblast, F : Q — R? je C! a m4 v Q potencial.
Potom rot FF =0 v Q.

Véta 17.6 Necht Q C R3 je oblast, F : Q — R® je C', atotF =0 v Q.
Necht navic Q je jednoduse souvisla. Potom F ma v € potencial.

Poznamka. Srovnej Lemma 16.3 a Vétu 16.7. v minulé kapitole.

V obecné dimenzi: necht F': Q C R* — R" je C'. M4-li F potenciél, pak
or;  OF;
a.ﬁUj N 8:& ’

Vi#j

To je @ podminek. Naopak: jejich splnéni zarucuje existenci potencialu

obecné jen pro jednoduse souvislou 2.



