15. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU.

Studujeme funkce tvaru
F(a) = /f(a,m) dzx .
J

Pozor: F' neni primitivni funkce k f. Integruje se podle z, interval J je
pevny. Naés zajima zavislost na a.

Piklad. N
F(a) = / el sin(ax) do
0

Piimy vypocet dd F(a) = 1/2a pro a # 0, F(0) = 0. Vidime, ze F(a) je
nespojitd, tfebaze integrand zavisi na a spojité. Vidime, ze predpoklad (iii)
v nasledujici vété nelze vynechat.

Opakovani. méritelnd funkce ... (po ¢astech) spojitd funkce je méfitelna
”s.v.”, skoro vSude ... az na mnozinu miry nula; kone¢na, spocetna mnozina
ma miru nula

g € L(J) ... g je integrovatelnd na J, tj. g je méfitelnd a [, |g(x)|dzr < oo

Znaceni. Je-li f(a,z) funkce dvou proménnych, znac¢i f(a,-) funkci jedné
proménné (tj. x), kterd vznikne, pokud a fixujeme. Podobné f(-, z) je funkei
jedné proménné a pii pevném z.

Véta 15.1. [Spojité zavislost integralu na parametru.] Necht f(a,z) :
I xJ— R, kde I, J C R jsou intervaly. Pfedpokladédme:

(i) pro Va € I pevné je f(a,-) méfitelnd v J.

(ii) pro s.v. x € J je f(-,x) spojita v I.

(iii) existuje g € L(J) tak, ze |f(a,z)| < g(z) pro s.v. x € J a pro kazdé
acl.

Potom je funkce

F(a) = /f(a, z)dz
J

konecna a spojitda v I.

Priklady. (D) Funkce
100 2,2
F(a) = / ——dx
0

a* + x4
je spojita v R.
2 Gamma funkce



je spojitd v (0, co).
Poznamka. Déle néas zajima, zda plati

0 0
%/f(a,x)dx:/%f(a,x)dx.
7 J

Jde v podstaté o zdménu integralu a limity(=derivace), tedy takova rovnost
nemusi platit vzdy. Srovnej predpoklad (iii) v nésledujici véte.

Véta 15.2. [Derivace integralu podle parametru.] Necht f(a,z) : IxJ — R,
kde I, J C R jsou intervaly, I je otevieny. Predpokladédme:

(i) pro Va € I pevné je f(a,-) méfitelna v J.

(i) pro s.v. z € J je f(-,x) diferencovatelnd v I (tj. 3 konetna £ f(a,z) pro
Va € 1)

(iii) existuje g € L(J) tak, ze |Z f(a,z)| < g(z) pro s.v. € J a pro kazdé
acl.

(iv) existuje ag € ] tak, ze f(ao, ) € ) (- [, | f(ag,z)|dz < o0.)

Potom funkce F(a f ; fla,r)dx je konecna a

= / %f(a, x)dx
J
pro kazdé a € I.

Priklady. @ F(a fo arctg(a tgz) dw; F'(a) = 3.

@ Pro gamma funk(n plat: I"(s) = [ (Inz)z*~'e ™ dx,
I(s) = [ (Inz)*z" e ™ do > 0, — a tedy je ryze konvexni.




