14. MIiRA A INTEGRAL.

Znaceni. Jsou-li A;, j € N mnoziny, definuji

U4 ={=: i eNze 4} (1)
j=1
(4 ={z: VieNzeA} (2)
j=1

- tzv. spoCetné sjednoceni/prunik. ”Spocetny” je zkratka za ”indexovany
pfirozenymi ¢isly”. (Viz kapitola X. minulého semestru.) Termin spocetny se
také zkracuje feckym o.

Definice. Necht X je libovolnd mnozina. Pfedpis u, ktery mnoziné A C X
ptifazuje ¢islo pA € [0, 0], se nazyva mira v X, jestlize

(M1) ud =0

(M2) A; C X, j € N disjunktni =

1 (UA]) = nd;.
j=1 j=1

Poznamka. Axiom (M2) specidlné implikuje, Ze jsou-li A, B disjunktni, je
w(A+ B) = pA+ puB, neboli mira je aditivni, v plné obecnosti (M2) fik4, ze
mira je o-aditivni.

Priklady. ) pocitaci mira v N: je-li A C N kone¢né, poloz mA = pocet
prvki A; je-li nekone¢nd, poloz 1A = oc.

@ Diracova mira v R: je-li A C R, poloz do(A) = 1, pokud 0 € A, v opaéném
ptipadé do(A) = 0.

@) intuitivni pojem plochy, objemu m4 vlastnosti miry v R?, R3.

Véta 14.1. [Zakladni vlastnosti miry.] Necht p je mira. Potom
1.ACB = pA<uB
Q.AjCAj_H,jGN =

i (U Aj> = lim pA,
j=1



3. Aj, j € Nlibovolné —

j=1

Poznamka. Cil Lebesgueovy teorie: zavést miru, kterd mnoziné A C R"™ pfi-
fazuje Cislo, vyjadiujici jeji n-dimenzionalni objem. (1-dimenzionalni objem
= délka, 2-dimenzionalni objem = plocha).

Dalsi rozumné vlastnosti: mira se neméni posunutim, otocenim; u znamych
téles da to, co ¢ekame (objem koule, krychle.)

Nasledujici pozoruhodné tvrzeni ukazuje, Ze to neni tak jednoduché.

Banach-Tarského paradox. Necht B je koule o poloméru 1, necht B je
koule o poloméru 2.

Existuji mnoziny F;, j = 1,..., N (vzajemné disjunktni) a mnoziny Gj,
j=1,...,N (vzadjemné disjunktni) takové, ze
N N
B=|JF, B=]JG;.
j=1 j=1

Navic, G; vznikne z F; posunutim a otocenim.
Definice. Interval v R": pro n = 1 vime, pro n > 2 je to kvadr, tj. kartézsky
soucin
I:]1><IQ><---><In
={(x1,...,zn) €ER": x; €1;, j=1,...,n}
kde I; C R, j =1,...,n jsou intervaly v R.

Definujeme n-dimenzionalni objem intervalu |/| jako jeho délku (pokud n =
1), pro n > 2 jako soucin délek stran, pficemz plati specialni timluva

0-00=0.
Priklady. Piedchozi definice specidlné zahrnuje: jednobodova mnozina je in-
terval (kartézsky soucin jednobodovych intervali), jeji n-dimenziondlni ob-

jem je 0 (pro Vn).
Podprostor nizsi dimenze je téz interval s nulovym objemem, napft.

J={{zx,y): xR, y=0}
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je interval v R? (J = R x [0,0]), jeho dvoudimenzionalni objem je oo -0 = 0.

* Véta 14.2. [Lebesgueova mira v R™.| Existuje M,, systém podmnozin R™
a funkce A\, : M,, — [0, 00| s nésledujicimi vlastnostmi:

(A1) ) e M,,, R e M,

(A2) Ae M, = R"\AeM,

(A3) Aje My, jeN = U2 A;, N2 A € M,

Dale: A\, ma na M,, vlastnosti miry, tj.

(M1) \,0 =0

(M2) A; € M,, (j € N) disjunktni =

A ([’jAj) S,
j=1 j=1

Terminologie: A, se nazyva Lebesgueova mira v R", neboli Lebesgueova n-
dimenzionalni mira. Systém M,, jsou tzv. Lebesgueovsky meéritelné, neboli
Ap-méfitelné mnoziny v R"™.

Dale plati:

(R1) I C R" je interval = [ € M,, a A\, = |]]

(R2) A € M,,, B vznikne z A posunutim, otoCenim nebo symetrii —-
BeM,a\B=M\A

(R3) G C R" je oteviena, F' C R" je uzaviend — G, F € M,,

Poznamka. Existuji mnoziny v R", které nepatii do M,,. Jsou to tzv. ne-
méfitelné mnoziny; snaha prifadit jim miru by vedla ke sporu. Prikladem
neméfitelnych mnozin jsou G;, F; v Banach-Tarského paradoxu.

Systém M, je nicméné pro praktické ucely dostatecny. Béznymi mnozino-
vymi operacemi neméfitelné mnoziny nevznikaji.

Poznamka. Dtlezity pojem: mnozina miry nula neboli nulovd mnozina je
takova méritelna A C R", ze \,A = 0.

Piiklady: jednobodova mnozina, podmoZina nizsi dimenze (pfimka v R?, ro-
vina v R3).

Spocetna mnozina ma miru 0, spocetné sjednoceni spocetnych mnozin ma
miru 0.

Definice. Nechf M C R" je méfitelnd mnoZina. Rekneme, 7e vyrok V(r)
plati skoro vsude v M, jestlize existuje N C M nulové miry tak, ze V(x)
plati pro Vo € M \ N.

Zkratka: s.v.



Priklady. D sinz # 0 s.v. R.
@) skoro kazdé redlné ¢islo je iracionalni.

Definice. Necht M C R" je méfitelnd. Funkce f(x) : M — [—o0, 0] se
nazve méritelna, jestlize pro Va € R je mnozina

{reM: fz)>a}
meéritelna.
Lemma 14.1. Necht M C R" je méfitelnd mnozina, f(z) : M — [—o0, 00].
Potom je ekvivalentni:

(1) f(x) je méfitelna
(2) pro kazdy interval I C R je mnoZina

{zeM: f(x)el}
métitelna.

Definice. Charakteristicka funkce mnoziny M C R" je definovana jako

(2) 1, zeM
€Tr) =
X 0, zeR"\ M

Necht M C R" je méfitelnd mnozina. Funkce s(x) : M — R se nazve jedno-
ducha, jestlize

(@) = Y apnan (@) @

kde a; € R a M; C M jsou méfitelné mnoziny.

Poznamky.
e jednoduchéa funkce je méritelna.
e jednoduchou funkci 1ze zapsat vice zptisoby, napf.

2X(0,1) + X[1.2) = X(0,1) + X(0,2) ;
vzdy existuje zapis, pfi kterém M, jsou vzajemné disjunktni.

Lemma 14.2. Necht M C R" je méfitelnd mnozina, necht f(z) : M —
[0, 00]. Potom je ekvivalentni:
(1) f(x) je méfiteln4;



(2) existuji s,(x) jednoduché funkce takové, ze 0 < s,(x) " f(x) pro Vx €
M.

Vysvétleni znaceni. Symbol a,, / a zna¢i: lim a, — a, pficemz {a,} je

n—oo

neklesajici posloupnost.

Definice. [Lebesguetv integral nezdporné funkce.] Necht M C R™ je méfi-
telna mnozina.
1. je-li s(x) : M jednoducha funkce, vyjadiend v (3), definujeme

/Ms(:zc) dz = i\f;aj)\n(M

2. je-li f(x) nezapornda, méfitelnd, definujeme

/M f(z)dz

{/ z: s(x) jednoduché, 0 < s(z) < f(x) proVe € M }.

jako supremum mnoziny

Poznamky.

e definice je korektni: integral jednoduché funkce nezavisi na tom, jak je
vyjadiena. Druhé ¢ast definice dava pro jednoduchou funkci stejny vysledek
jako prvni.

e piimo z definice vidime: je-li 0 < g(x) < f(x) pro Va € M, je

@ [ i< @) [ f)d

nebot vpravo je supremum vétsi mnoziny.

e tento integral se nazyva Lebesgueiv n-rozmérny integral, nebo integral
dle n-rozmérné Lebesgueovy miry. Chceme-li zdtraznit, ze jde 0 Lebesgueﬁv
integréal (na rozdil od Newtonova, nebo Riemannova), piseme (L) [,, f vt

Neni-li feceno jinak, mame na mysli vzdy Lebesgueuv integral.

Jiné zapisy Lebesgueova integralu:

/Mfd)\n, /Mf(x)dkn(:c)



chceme-li zdtiraznit miru, podle niZ se integruje, nebo miru i proménnou.

Ve specialnim ptipadé funkce jedné proménné, tj. integrace v R, pouzivame
. « . b .

téZ znaceni [ f(x)dx, s viznamem f(a,b) f(z) dAi(z).

Véta 14.3. [Leviho véta.] Necht M C R™ je métitelnd mnozina. Necht f,,(z),
f(z) jsou méfitelné funkce, a 0 < f,,(z) /" f(x) pro Vo € M. Potom

lim [ fu(7) dx:/ f(z)dx.
M M
Lemma 14.3. Necht f(z), g(x) jsou nezaporné, méfitelné v M. Potom

/Mf(:c)—irg(:c)da::/Mf(x)dx—l—/Mg(:c)dq:.

Definice. Definujeme kladnou resp. zdpornou ¢ast funkce f(z) jako

[ (z) = max{f(z),0},
f~(x) = max{—f(z),0}.
Pozorujeme: 0 < f*, f~ < |f|, f=f" = [, |f|=f"+[".
Pokud f(z) je méfitelnd, jsou f*(z), f~(z) méfitelné.
Definice. Je-li f(z) : M — [—o00, 00| méFitelné funkece, definujeme jeji Lebe-
sgueuv integral pres M jako

| 1= [ = [y

ma-li vyraz vpravo smysl.

Poznamky.

e Vyraz vpravo nemé smysl (a tedy integral neexistuje), pravé kdyz [,, f* =
S f™ =00

e mnozinu funkci, pro néz integral existuje (koneény, nebo nekonecny), zna-
¢ime L*(M).

e mnozinu funkci, pro néz integral existuje a je koneény, znacime L(M).
Zjevné L(M) C L*(M).

Dilezita poznamka. Jestlize f(z) = g(x) skoro vsude v M, pak



(mé-1li jedna strana smysl, ma ho i druha a rovnaji se.)

Doplnéni definice. Necht f(z) je definovana skoro vSude v M (tj. v M\ N,
kde mira N je nula). Potom integral funkce f(x) definuji jako

| 1wdo= [ fayas.

kde f(z) je f(z), dodefinovand v N libovolné! (napi. nulou).

Véta 14.4. [Vlastnosti L(M).]
(1) f(z) € L(M) = f(z) je kone¢na skoro vsude v M
(2) f(2), g(x) € LIM) = af(z), f(x) +g(x) € L(M) a plati

Aaf(x)dx:a/Mf(:c)dx
| 1@+ g@ o= [ f@ydos [ g

(3) f(x) € L(M) = |f(x)| € L(M) a plati

'/Mf(x)da: < [ 1p@las

(4) f(x) méfitelna, |f(x)| < g(x) skoro vSude v M, kde g(x) € L(M) —
f(x) € L(M)

Poznamka. Zaména limity a integralu, neboli rovnost

lim an(x) dq::/M lim f,(x)dx (%)

n—oo n—oo

obecné neplati. Priklad: f,(z)(z) = nx(,/m)(x). Potom [, f, = 1, pfitom
fn(x) — 0 v R, tedy vlevo je 1, vpravo 0.

Rovnost (*) plati, pokud

e navic f,(z) = f(x) v M, a M je omezend mnozina (viz véta 13.2.) To jsou
pro praktické ucely prilis silné predpoklady.

e navic 0 < f,(z) / f(x) skoro v8ude v M — to je Leviho véta.

e tieti ptfipad je nésledujici véta.

I'Neovlivni vysledek diky pfedchozi poznamce.



Véta 14.5. [Lebesgueova véta.] Necht funkce f,(z), f(x) jsou méfitelné v
M, f.(z) — f(z) pro skoro vSechna x € M. Necht existuje g(z) € L(M)
tak, ze | fn.(z)| < g(x) skoro vsude v M. Potom

lim [ f.(z) dx:/ lim f,(x)dz.
M

n—oo

Opakovani. Newtoniv integral funkce f(z): (a,b) — R definujeme jako

r—b— r—a+

(N)/ f(z)dr = lim F(z)— lim F(z),

kde F'(z) je primitivni funkce k f(x), tj. F'(z) = f(z) pro Vz € (a,b).
Vztah mezi Newtonovym integralem a jednorozmérnym Lebesgueovym inte-
gralem osvétluje nasledujici véta.

Véta 14.6. [Vypocet Lebesgueova integrdlu v R.] Necht f(z) : I — R je
spojita, kde I = (a,b) C R je interval. Necht je splnén jeden z predpokladii:
1. f(z) >0 (resp. f(z) <0) viude v

2. [ f(x)| de < oo

Potom

/bfd)q: lim F(z) — lim F(x),

r—b— r—a+
kde F'(x) je primitivni funkce k f(x).

Poznamky.

e véta v podstaté tvrdi rovnost Lebesgueova a Newtonova integralu (za da-
nych predpokladii)

e predpoklad 1 nebo 2 je podstatny; lze najit spojitou funkci, jejiz Lebesgue-
uv integral neexistuje, avSak pfirustek primitivni funkce mé smysl (dokonce
je konecny).

e predpoklad 2 se muize ovéfovat pomoci bodu 1 (nebot |f| > 0)

Véta 14.7. [Leviho véta pro fady.| Necht fi(z) jsou nezidporné, méfitelné v

M. Potom - -

Priklad.
1 dx 1 o i 00 1 00 1
N R R Ry
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Véta 14.8. [Lebesgueova véta pro fady.] Necht Y., fx(x) konverguje pro
s.v. x € M, necht existuje g(x) takova, ze | Y ,_, fe(x)| < g(z) pro ¥n, s.v.
x € M, pfidemz [,, g(x)dx < co. Potom

Priklad.

Poznamka. Na omezeném intervalu mi jako integrovatelnd majoranta muze
poslouzit konstantni funkce. To se ¢asto pouziva, ziskdvame tim tuto variantu
Lebesgueovy véty: necht f,(x) — f(z), (x)] < C pros.v.z € 1, kde
I je omezeny interval. Potom f[ fn— f] f.

Poznamka. Nazorny vyznam Lebesgueova integralu: je-li f(z) nezaporna v
M C R", je jeji integral (dle n-rozmérné miry) roven (n+1)-rozmérné mite
mnoziny pod grafem, tj.

/ fd)\n = )‘n—f—l ({<l’1, C ,l‘n+1> € Rn+1; 0< f(l’l, c ,l‘n) < ZL‘n+1}) .
M

Srovnej se situaci pro n = 1 - integral funkce jedné proménné se rovna plocha
(tj. dvojrozmérnd mira) mnoziny pod grafem.

Poznamka. Jesté ke znaceni: je-li f: M — R, kde M C R", tak Lebesgue-
v integral znacime [,, f dA,, nebo [, f( )dx nebo [, f(x)d\,(z). Zavisi
na tom, zda chceme zdtraznit miru, nebo proménnou, nebo oboji. Pokud
chceme vyznaéit jednotlivé slozky proménné, piSeme | v f(x,y) dzdy, nebo
[y (2, y, 2) dedydz.

Vyznam symbolu je ale vzdy tentyz. Nékdy se také pise [[, [[[ misto [,
aby se zduraznilo, Ze jde o dvourozmérny (t¥irozmérny) integral.

Znaceni. Pro M C R™™ gznad¢ime proménnou (z,y), * € R", y € R™.
Definujeme projekci M do R"

II,M ={zeR"; JyeR™, (x,y) € M}
a pro x € II,, pevné definujeme fez mnozinou M vzhledem k y

M® ={y e R™; (z,y) € M}.
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Jestlize f = f(x,y), tak f(x,-) znadi funkci proménné y, které vznikne fixo-
vanim x.

Véta 14.9. [Fubiniho véta.] (S pouzitim piedchoziho znacdeni.) Necht M C
R™™ necht f(z,y) € L*(M). Potom pro skoro v8echna = € II,, je M* C R™
méfitelnd mnozina, a f(z,-) € L*(M?®).

Oznaéime-li g(x) = [,,. f(z,-)d\n, je g(z) € L*(I1,) a plati

/ fd)\n+m:/gd)\n
M

neboli (v nézornéjsim znaceni)

[ sty = [ ([ sana) i

Priklad. M = {(z,y) € R? z*> + y* < 1}, f(x,y) = |z|. Potom I, M =
(=1,1), M* = (=1 — 22,1 — 22), tedy

1 V122 4
/ |z| dedy = / / lz|dy | do = <.
M 1 \Jvia? 3

Poznamky. Mechanické pouziti Fubiniho véty v pfipadé, ze f ¢ L*(M), tj.
puivodni vicendsobny integral neexistuje, vede k nesmyslnym vysledktim:
M = (0,00) x (0,00) C R?,

1, O<y<az+1

flz)=¢—-1, y<ax<y-+1
0 jinde
Potom [, f(z,y) dedy neexistuje (integrél kladné i zdporné ¢asti je 00),
avsak - - .
[ e} as—-3.
0 0
zatimco

/Om{/omf@c,y)d:c} dy=3.

e pfedpoklad f € L*(M) je ur¢ité splnén, pokud f > 0, nebo pokud [, |f| <
oo (druhy pfedpoklad mize ovéfit pomoci Fubiniho véty, nebot |f| > 0).
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e specialné, vypocet objemu pomoci Fubiniho véty:

Ao (M) :/Mld)\n+m:/n {/ zldkm} dAn:/nAm(Mf)dAn

Priklad. Pouziti Fubiniho véty k vypoctu puvodné jednorozmérného inte-

gralu:
1. b _ ,a
[:/ T g
o Inz

Integrovana funkce je prirustek, tj. integral derivace

b_ ..a y Jy=b b
Ay :/ ¥ dy .
Inx Inx a

Yy=a

Dvojim uzitim Fubiniho véty (M = (0,1) x (a, b))

1 b b 1 b 1
I:/ </ xydy>d:p:/xydxdy:/ </ xydx)dyzln i .
0 a M a 0 a+1

Opakovani. Véta o substituci pro Newtonuv integral:

b 8
/ f() d = / F(o(@) - ¢ (@) da

kde () : (o, 8) — (a,b) je vzdjemné jednoznacnd, a ¢'(x) # 0.
Definice. Pro p(y) : R® — R" definujeme Jakobidn

91 (y) 91 (y)
dy1 T Oyn
Jop(y) = det Vo(y) = : :
Oon (y) Opn(y)
o PO o

Definice. Necht Q, M C R" jsou oteviené mnoziny. Zobrazeni p(y) : Q@ — M
se nazve difeomorfismus, jestlize:

1. o(y) je vzéajemné jednoznaéné,

2. p(y) je C* (tj. parcialni derivace jsou spojité),

3. Jo(y) # 0 pro Vy € Q.
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* Véta 14.10. [Véta o substituci.] Necht 2, M C R™ jsou oteviené mnoziny,
o(y) : Q@ — M je difeomorfismus a f(x): M — RU {£oo}. Potom

/M f () de = / Fo) To(y) dy.

neboli

| 1an= [(rogrean.

(M&-1i jedna strana smysl, mé ho i druha a rovnaji se.)

Poznamka. Vyznam véty o substituci pro vicerozmérné integraly je ¢asto
v tom, Ze ziskdm piijemnéjsi (z hlediska Fubiniho véty) tvar mnoZiny, pfes
kterou integruji.

Priklad. Plocha mnoziny M, ohrani¢ené pfimkami: z +y =1, z +y = 2,
y = 3z, y = 4x. Substituce: u = x + y, v = y/x, neboli toto je zobrazeni
et M — Q, kde Q = (1,2) x (3,4).

©:Q— Mmétvar r =u/(1+v), y = uv/(1+v), jakobidn Jp = u/(1+v)%
Tedy

)\Z(M):/Mld:cdyzfgﬁdudv:/j(/34ﬁdv) du:%.

Polarni soufadnice. Substituce z = rcosu, y = rsinu, tj. ¢ : (r,u) —
(x, 1) je difeomorfismus z 2 = (0, 00) x (0, 27) do R2\ N, kde N = {(z,y); © >
0, y = 0}. (To, Ze obrazem neni celé R?, nevadi, nebot chybé&jici mnoZina N
mé dvourozmérnou miru 0.) Jakobian je 7.

Sférické souradnice. Substituce x = rcosucosv, y = rsinucosv, z =
rsinv. Zobrazeni ¢ : (r,u,v) — (z,y,z) je difeomorfismus z Q0 = (0, 00) X
(0,27) x (—7/2,7/2) do R*\ N, kde N je polorovina y = 0, z > 0, tj. opét
mnoZina miry nula. Jakobian je 72 coswv.

Nézorné: u...zemépisna délka, v...zemépisna sitka (pdly lezi na ose z.)
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