13. STEJNOMERNA KONVERGENCE.

Definice. Rekneme, Ze funkce f,, () : I — R konverguji v I bodové k funkci
f(x), jestlize pro Vx € I plati

lim f,(x) = f(x).

n—oo

Znacime f,(z) — f(z) v 1.

k
Priklady. @ p,(z) = 1, % Potom p,(z) — expz v R.
@ folx) = #ﬁm Potom f,(x) — sgnx v R.

® fu(z) = n*zexp(—nz) — 0 v [0, 0).

Poznamka. Piiklady demonstruji nékteré nedostatky bodové konvergence.
Pokud f,(z) — f(z), a f,(x) jsou spojité, pak f(z) nemusi byt spojita
(priklad 2).

Pokud f,(x) — f(z) v [a, b], nemusi byt ff fn— ff f (ptiklad 3 pro [a,b] =
0,1]).

To néas motivuje k zavedeni lepsiho, silnéjsiho pojmu konvergence funkei.

Definice. Rekneme, 7e funkce f,(z) : I — R konverguji v I stejnomérné k
funkci f(x), jestlize

(Ve > 0)(3no € N)(¥x € I)(Yn > no) [\fn(a:) — f2)| < 4 W

Znacime f,(z) = f(x) v 1.
Poznamka. f,(z) — f(z) bodové v I, pravé kdyz

(Ve > 0)(Vz € I)(3no € N)(¥n > no) [\ fule) — f(2)] < g} )

Rozdil je pouze v poradi kvantifikace x a ng. Pfi bodové konvergenci nejprve
fixuji x, pak volim ng, tj. ng mize obecné zaviset na x.

Pfi stejnomérné konvergenci najdu jedno ng, které pak funguje pro vSechna
r el

Véta 13.1. Necht f,(z) jsou spojité v I, necht f,(x) = f(z) v I. Potom
f(z) je spojita v I.

Véta 13.2. Necht f,(x) jsou spojité v omezeném intervalu [a,b], necht

fn(z) = f(z) v [a,b]. Potom ff fo(z) dx — fab f(x)dx pro n — co.
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Poznamka. K = sup,.; g(x) znamend 1. g(z) < K proVr € [ a2. VK' < K
dx € I tak, ze g(z) > K'. Souhrnné: K je nejmensi horni odhad pro g(z) na
I.

Lemma 13.1. [sigma en.] Necht f,(z) jsou definovany v I. Pro n € N
oznacme o, = sup,.; | fn(z) — f(z)|. Potom je ekvivalentni:

(1) fu(z) = flz) v I

(2) 0, = 0 pron — o

Poznamka. Casto uzivané tvahy:

1. Jestlize existuji a,, (¢isla nezavisla na z) takova, ze a,, — 0 a plati | f,(z) —
f(z)| < a, pro Vx € I, tak potom f,(z) = f(z) v I.

2. Jestlize existuji x,, € I takova, ze |f,(x,) — f(x,)| # 0, pak f,(z) & f(x)
v 1.

Piiklad. f,(z) = —23—. Potom f,(z) — 0 v [0,00); fn(x) & 0 v [0, 00); pro

1+n2z2 "
Vn > 0 pevné f,(x) = 0 v [n,00); pro zadné 6 > 0 neni f,(x) = 0 v [0,0).
Definice. Rekneme, 7e funkce f,(z) konverguji k f(z) lokalné stejnomérnd
v I, jestlize

(Voo € I)(36 > 0)[fu(z) = f(z) v INU(xo,9)] .

loc

Znacime f,(z) = f(x) v 1.

loc

Piiklad. f,(z) = Potom f,(z) & 0 v (0,00), aviak f,(z) = 0 v

(0, 00).

Poznamky. Zjevné plati: stejnomérné konvergence se prenasi na mensi mno-
zinu, tj. fo(x) 2 fle)vI, JC I = fuo(z) = f(x) v J.

Déle: stejnomérné konvergence = lokalné stejnomérnd konvergence =—-
bodovéa konvergence. (Zadnou implikaci nelze obratit.)

nx
14+n2x2"

Véta 13.1.° Necht f,(z) € C(I), necht fo(z) = f(x) v I. Potom f(z) €
(1),

Poznamka. Pfipomenme, ze posloupnost {a,} konverguje (tj. Ja € R tak,
Ze a, — a), pravé kdyz plati Bolzano-Cauchyho podminka konvegence:

(Ve > 0) (3no € N) (Vm,n > ng) [|by — ba| <e]. (BC)



Definice. Rekneme, 7e funkce f,,(z) splituji v I Bolzano-Cauchyho podminku
stejnomérné konvergence, jestlize

(Ve > 0) (3no € N) (V€ I) (Vm,n > no) [|fn(z) — fu(z)| <e]. (BC—st)

Véta 13.3. Necht f,(z) jsou definovany v I. Potom je ekvivalentni:
(1) existuje funkce f(x) takova, ze f,(z) = f(z) v I
(2) fn(z) spliuji v I Bolzano-Cauchyho podminku stejnomérné konvergence

Dusledek. C([a,b]) je Gplny metricky prostor.
Poznamka. Jsou-li f,(x): (0,00) — R, pak obecné

lim (lim fn(x)> # lim (lim fn(x)) :

Priklad. Necht f,(x) = arctg(z/n); potom lim,, . (lim, .. f.(z)) = 7/2,
zatimco lim, ., (lim, . fn.(z)) = 0.
Véta 13.4. [Moore-Osgood.] Necht f,(x), f(x) jsou definovany v P(zo,J)
(29, d > 0 pevné.)
Necht

L fu(e) = 1) v Plao, 0);

2. pro Vn pevné existuje konecnd lim, .., f,(z) — znac¢me ji c,.
Potom

1. existuje konec¢na lim,, .., ¢, — zna¢me ji ¢;

2. plati lim, .., f(z) = c.

Poznamka. Zavér 2 vlastné fiké

lim (lim fn(x)> = lim <lim fn(x)> :

Mize byt o = +00, a plati jednostranné verze (tj. pro z — xo=+, pracuji na

Pi(xo,9).)
Poznamka. Dalsi nevyhodou bodové konvergence je, Ze obecné
fulz) = f(z) # fi(z) = f(2),

dokonce ani

falx) = f(x) # fo(x) — f(2).



Piiklad. Poloz f,(x) = narctgnx; potom f,(z) = 0 v R, le¢ f/(0) =1 pro
Vi, 4. f1(z) /0.

Véta 13.5. [Derivace ¢len po ¢lenu.] Necht f,(x) jsou diferencovatelné v
otevieném intervalu I. Necht existuji f(z), g(x) takové, ze f,(z) — f(x),

loc
fu(@) = g(x) v I.
Potom f(x) je diferencovatelné a f'(z) = g(z) v I.

Poznamka. Véta v podstaté riké, ze

(lim fn(a:)>, = lim f/(x).

n—oo n—0o0

loc
Véta 13.5°.[ Integrace ¢len po ¢lenu.] Necht w,(z) = wu(x) v I, necht
[ un(z)de = U,(x) v I, a necht U,(z) — U(x) v I
Potom [u(z)de=U(x) v I.

Poznamka. Zavér véty zapsany jinak:
Definice. Necht fi(z): I — C jsou dany. Ozna¢me
) =3 fula).
k=1

Rekneme, Ze fada
> filx)
k=1

konverguje stejnomérné v I, jestlize existuje funkce s(z) : I — C takova, zZe
sp(r) = s(x) v 1.
Rekneme, Ze fada konverguje lokalné stejnomérné v I, jestlize existuje s(z)

loc
takova, ze s,(x) = s(x) v I.

Véta 13.6. [Nutnd podminka stejnomérné konvergence tady.|
Necht »°.° | fi(z) konverguje stejnomérné v I. Potom f,(z) =0 v I.



Definice. Rekneme, Ze funkece f,(x) splituji v I Bolzano-Cauchyho podminku
(BC-st-r) stejnomérné konvergence, jestlize

n-+p

(Ve >0)(3ng € N) (Vo € I)(Vn > no) (Vp e N)[| D fulw)| <e].

k=n-+1

Véta 13.7. Necht fi(z): I — C jsou dany. Potom je ekvivalentni:

(1) >0, fu(x) konverguje stejnomérné v [

(2) fx(z) spliwji v I (BC-st-r)

Definice. Rekneme, 7e fada > rey fu(z) konverguje absolutné stejnomérné

v I, jestlize fada Y ., | fr(x)| konverguje stejnomérné v I.

Véta 13.8. Necht fada Y -, fi(z) konverguje absolutné stejnomérné v I.
Potom konverguje stejnomérné v I.

Véta 13.9. [Weierstrass.] Jsou dany fi(z) : I — C. Necht existuji ¢isla ay
(nezavisla na ) takova, ze

1. |fx(z)] < ag proVz € I, Vk € N;

2. > 77 | ai konverguje.

Potom 3", fx(x) konverguje absolutné stejnomérné v 1.

Priklad. ), sin (%) konverguje lokalné absolutné stejnomérné v R. Ne-
konverguje stejnomérné v R.

Poznamka. Uzite¢né odhady: |siny| < |y|, |arctgy| < |y| pro Yy € R;
0<In(l1+4y) <yproVy>0.

Véta 13.10. [Stejnomérna verze Leibnizova kritéria.] Necht gip(z) = 0 v I,
necht pro Vz € I pevné je posloupnost { gk(:c)}zozl monoténni.
Potom > (—1)*gy(x) konverguje stejnomérné v I.

Piiklad. Zzozl(—l)k% konverguje stejnomérné v [J, +o00) pro V6 > 0
pevné. Nekonverguje stejnomérné v [0, +00).

Definice. Rekneme, Ze f,() jsou stejnomérné omezené v I, jestlize
(IM > 0) (Vo € I)(Vn € N) || fula)| < M] .

Rekneme, ze fada ;- fi(x) ma v I stejnomérné omezené Casteéné soucty,
jestlize

(30 > 0) (v € 1) (vn € N)[| 3 ila)| < M].
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Véta 13.11. [Stejnomérnd verze Dirichletova kritéria.] Necht > 72 | fr(z) ma
v I stejnomérné omezené asteéné soucty, necht gi(x) = 0 v I, a nechf pro
Vx € I pevné je posloupnost { gk(x)},il monoténni.

Potom > 7, fx(x)gr(x) konverguje stejnomérné v I.

Poznamka. Z Lemmatu 10.4 plyne pro Vx # 2k

Z sin kx

k=0

n

Z cos kx

k=0

< # < #
= [sin(z/2)]” = [sin(z/2)]

Priklad. ) ;7 #2E% konverguje stejnomérnd v [6, 2 — 6] pro § > 0 pevné.

Nekonverguje stejnomérné v [0, d].

Poznamka. Necht existuje ng (nezavislé na z) takové, ze fr(z) = gr(x) pro
Vo € I, Vk > ng. Potom ), | fi(z) konverguje stejnomérné v I, pravé kdyz
> re 1 gr(z) konverguje stejnomérné v I.

Véta 13.12. [Stejnomérnd verze Abelova kritéria.] Necht Y. | fi() konver-
guje stejnomérné v 1. Necht g (z) jsou stejnomérné omezené v I, a necht pro
Vz € I pevné je posloupnost {gx(z)}72; monoténni. Potom > 7, fi(z)gx(x)
konverguje stejnomérné v I.

Véta 13.13. Necht fi(z) € C(I), necht > 77, fi(x) konverguje stejnomérné
v I. Ozna¢me s(z) jeji soucet. Potom s(x) € C(I).

vvvvv

0 k
S (DM =I(l+a),  Vee(-L1).
k=1

Podle Véty 13.12 fada vlevo konverguje stejnomérné v [0, 1]; podle Véty 13.13
je jeji soucet s(x) spojity v [0, 1], specidlné je spojity v bodé 1 zleva.
Tedy

iﬂ =s5(1) = lim s(z) = lim In(1+2)=In2.

]{; r—1— r—1—
k=1

Treti rovnost diky tomu, ze s(x) = In(1 + x) na P_(1); ¢tvrta ze spojitosti
fce In.

Véta 13.14. Necht fi(x) € C(I), kde I = [a, b] je omezeny, uzavieny inter-
val. Necht )7 | fi(z) konverguje stejnomérné v I. Potom

/abifk(x)dxzi/abfk(x)dx.
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Véta 13.15. Necht fi(z) jsou diferencovatelné v I (otevieny interval). Necht
pro Vo € I pevné > 7 fi(z) konverguje, necht > ., fi(x) konverguje lo-
kilné stejnomérné v I. Potom soucet fady > .-, fx(x) je diferencovatelna

funkce a plati
(Z fk(:c>> => file), Vrel.
k=1 k=1



