11. MOCNINNE RADY.

Definice. Mocninnou fadou rozumime

o
K 1

cr(z — 20) (1).

k—

0

kde zy je stied tady, cp jsou koeficienty tady; radu chapeme jako funkci
proménné z. Predpokldddme cy, 2o, 2 € C. Plati imluva a” = 1 pro Va € C,
tj. fada vypadd co + c1(z — 20) + c2(2 — 20)* + . . ..

Poznamky.
e mocninnd fada ... zobecnény polynom
e mnoho funkci se dé napsat jako soucet mocninné rady, napt. expz =

Y reo Zk—lf pro z € C, In(1+ 2) = Zzio(_l)ki: pro |z| < 1.

Véta 11.1. [Polomér konvergence.] Je ddna mocninnd tada (1). Potom
existuje R € [0, +00] takové, ze

(i) pokud |z — 29| < R, tak (1) konverguje absolutné;

(ii) pokud |z — 2| > R, tak (1) diverguje.

Terminologie. Cislo R z pfedchozi véty se nazyvé polomér konvergence
fady. Mnozina {z € C; |z — 20| < R} resp. {z € C; |z — 20| = R} se
nazyva kruh resp. kruznice konvergence. Zjevné muze existovat jen jedno
¢islo R, které splni obé vlastnosti (i), (ii) - tj. polomér konvergence je urcen
jednoznacné.

Véta 11.2. Je ddna fada (1). Nechf ¢; # 0 a necht |%=| — 7. Potom

1
0. =
"0
Piiklady. @ > -, 2% ... R =1, na kruznici konvergence fada diverguje

1 1
R = — (s imluvou —— = 400) je polomér konvergence fady.
r +00

k “ s « . -
@ > poi % ... R=1, na kruznici konvergence fada konverguje absolutné

. 1
Véta 11.3. Je ddna tada (1). Necht {/|cg| — 7. Potom R = — (s tmluvou
r
1 1
—— =0, - = 400) je polomér konvergence fady.
+00 0

Poznamka. Hlavnim cilem kapitoly je dokazat rovnost:

{Z ck(z — Zo)k} = Z kep(z — 20)F 1.
k=1

k=0

Formalné jde o ”derivovani fady ¢len po ¢lenu”, neboli o zdménu »_ a’.



Rada vpravo je také mocninnd fada - muzeme ji prepsat jako

> ez —20)", &= (k4 Deper .
k=0

Lemma 11.1. Rady (1) Y232 ce(z — 20)F a (2) 352, kew(z — 20)F~" maji
stejny polomér konvergence.

Diisledek. Také tady (3) ;7 k(k—1)cp(z—20)"72, (4) 330 125 (2—20)" !
maji stejny polomér konvergence jako (1).

Heslo: formalnim derivovanim/integrovanim ¢len po ¢lenu se nemeéni polomeér
konvergence.

Véta 11.4. Necht fada Y 2 cx(z — 20)¥ md polomér konvergence R > 0.
Oznacme

F(z) = ch(z — 2k, f(z) = Z kew(z — 20)" 1.

Potom F'(z) = f(z) pro Vz € U, kde U = {z € C; |z — 20| < R}.
Poznamky.

e funkce F(z), f(z) jsou pro z € U korektné definovdny, nebo dané fady
konverguji absolutné (Lemma 11.1.)

e tvrzeni plati ve smyslu derivace podle komplexni proménné, tj.

(v5>o)(35>0)[0<\h\ <6, heC = ‘F(Hh})z_F(z) — f(2)

<,

kde z € U je libovolné.
e specialni pripad je i derivace podle redlné proménné, tj. F’(x) = f(x), pro
kazdé = z intervalu (—R, R), neboli

(ve>0)(20>0)[0 £ he (0,0 — ’F('z*hf)L_F(Z) ~ f(2)

=l

Dusledky. (Veéty 11.4.)
e funkce F'(z) je v mnoziné U nekonecné diferencovatelnd a plati F”(z) =
o k(b —1)ep(z—20)F72, FO(2) = S04 k(k — 1) (k —2)cp (2 — 20)F 2 atd.

o funkce ®(2) = Y37 1% (2 — 20)"*! je primitivni funkee k F(z) v mnoziné
U, tj. ®'(z) = F(z) proVz € U.

Piiklad. E(z) =) -, zk—lf Potom E'(z) = E(z) pro Vz € C.
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Véta 11.5. Necht fada Y -, ck(z — 20)* md kladny polomér konvergence.
Oznacéme F(z) jeji soucet. Potom F*)(z5) = k!¢, pro VI =0,1,....
Dusledek. Nechf fada (1) Y7 ck(z—20)*F ma kladny polomér konvergence,
a F(z) je jeji soucet. Potom n-ty Tayloruv polynom funkce F'(z) o stiedu zg
je roven n-tému Castecnému souctu fady (1).
Véta 11.6. Necht fady (1) D07 ce(z — 20)F a (2) D07 (2 — 20)F maji
kladny polomér konvergence. Oznacme F(z), F(z) jejich soucty. Necht
F(z) = F(z) na jistém U(zp). Potom ¢ = ¢ pro Vk =0,1,....
Dusledek. Necht Y77 ci(z — 20)" = 0 pro Vz z ngjakého U(z). Potom
e, =0proVk=0,1,....
Poznamka. Srovnej s pifbuznou vétou: necht p, p jsou polynomy, necht
p(z) = p(x) pro nekonectné x. Potom p, p jsou identické, tj. maji stejné
koeficienty.
Véta E. Existuje funkce expz : R — (0, +00), spliujici:
1. exp(x + y) = exp(x) exp(y) pro VY, y € R;
2. exp x je rostouci a spojita v R;

-1
3. lim eplr) 1 _

x
Funkce exp z je témito vlastnostmi urcena jednoznacne.

Poznamka. V dukaze predchozi véty se ukaze, ze

exp T = Z F ;
k=0

podobné plati

% L a2 o L 2k
sin kz%( ) R COS & ,;%( ) o]

Lemma 11.3. Pro Vz, y € C plati

exp(z + iy) = exp(z) [cos y + isin y} ,
1 1
sinx = 5 [exp(iz) — exp(—iz)] = = sinh(iz),
i i

cosT = %[exp(im) — exp(—iz)] = cosh(iz).

Definice. Funkce F'(z) se nazve analytickd v bodé zy, jestlize existuji ¢, € C
tak, ze F(z) = > pocr(z — 20)* na jistém Ul(z).
Funkce se nazve analyticka v mnoziné €, je-li analyticka v kazdém bodé (2.

Piiklad. Funkce exp(z) je analytickd v C, nebot pro kazdé z, € C plati
exXpz = Y oo SR (2 — 2)".




