10. RADY.

Definice. Necht ay € R, k =1,2,.... Symbol (1) >_;7, a; se nazyva fada.

Posloupnost { Sn } neN? kde

n
Sp = E g = a1 +az + -+ ap,
k=1

se nazyva posloupnost ¢dstecnych souctu rady (1). Jestlize existuje (koneéna
nebo nekonecénd) limita lim,, . s, = $, pak ¢islo s nazveme souctem tady

(1). Piseme
Z A = S.
k=1

Terminologie: pokud s € R, fikdme, ze fada konverguje. V opacném pripadé
diverguje. Divergence fady tedy nastane, pokud bud s, — 400 (fada diver-
guje do +00), nebo lim,, ., s, neexistuje (fada osciluje).

oy o] 1
Prlklady. @ Zk;:l m =1

o 1

@ Zlgozl Ek: ool
® Y ud = g€ (-1
@ >S°2 (—1)F osciluje
Véta 10.1.[Nutnd podminka konvergence.] Necht Y% | a; konverguje. Po-
tom a; — 0.
Piiklad. Y 7, ¢* diverguje, pokud |g| > 1.
Véta 10.2.[Aritmetika fad.] 1. Necht Y77, ax konverguje a o € R. Potom

o0 k .
> heq Qay, konverguje a
o o
E adp = « E Qg .
=1 k=1

2. Necht D07 ag, Yoo by konverguji. Potom ;7 (ay £ by) konverguje a

k=1 k=1 k=1

Lemma 10.1. Necht fady (1) Y77, ak, (2) D _pe, be se lis{ jen v konecné
¢lenech. Potom fada (1) konverguje, pravé kdyz rada (2) konverguje.

Lemma 10.2. Nechf a; > 0. Potom fada Y -, ax konverguje, pravé kdyz
m& omezené ¢astecné soucty.



Véta 10.3. [Srovnavaci verze 1.] Jsou dény fady (1) > 7~ ar a (2) D22, bk,
kde ay, by > 0. Necht existuje ¢ > 0 takové, ze a, < cby, pro Vk. Potom:

(i) pokud fada (2) konverguje, tak fada (1) konverguje;

(ii) pokud fada (1) diverguje, tak fada (2) diverguje.

10.4. [Podilové kritérium.] Je ddna fada Y .- ar. Necht ay > 0, necht
a‘;—:l — q pro k — oo. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak rada konverguje;
(ii) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

Piiklady. @D > ;7 , & konverguje.
@ Y52, % konverguje.

Poznamka. Pokud a’;—:l — 1, nelze obecné nic Fci. Rada Y_,7, 1 diverguje,

rada ) -, m konverguje, pro obé pritom plati — 1.

ki1
k

Véta 10.5. [Odmocninové kritérium.] Je déna fada >, aj. Necht a > 0,

necht a; — g pro k — oo. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak fada konverguje;

(ii) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

Véta 10.6. [Integrdln{ kritérium.] Je ddna fada Y - | ax, kde aj, > 0. Necht

existuje funkece f(z) spojitd, nezdporna a nerostouci v [1, o) takovd, ze aj =

[ (k) pro Vk. Potom fada >, a) konverguje, prave kdyz floo f(z)dr < oo.

Pi#iklad. Rada Sy k% konverguje, prave kdyz a > 1.

Definice. Rekneme, Ze a; je fadoveé rovno by pro k — oo, jestlize limy_, Z—:
existuje a je kone¢na a nenulova. Znacime ay ~ by.

Véta 10.7. [Srovndvaci verze 2.] Necht ag, b, > 0, necht aj ~ by. Potom
fada ) ;- | a, konverguje, prave kdyz rada ), by konverguje.

Priklady. @ ) -, m diverguje.

@ >op2, sin g diverguje.

® Yoy 2 konverguje.

Véta 10.8. [Raabeho kritérium.] Necht a; > 0, necht k(
Potom:

(i) je-li p > 1, tak fada >, a) konverguje;

(ii) je-li p < 1, fada diverguje.

ag
A+

—1) — p.

1

Poznamky.

e fada > - 1/k*. Protoze ap1/ar = (k/(k+1))* — 1, podilové kritérium
neumi rozhodnout; zato Raabe dédva k(ax/ag+1—1) — 2, tj. Tada konverguje.
Vidime, ze Raabe je silngjsi (jemnéjsi) nastroj nez podilové kritérium.



e pokud k(ar/ary1 — 1) — 1, nelze pomoci Raabeho kritéria rozhodnout.

Véta 10.8. [Leibnizovo kritérium.] Necht b, > 0, a b, — 0. Necht by > by,
pro Vk € N. Potom fada - (—1)*b; konverguje.

Poznamka. S ohledem na Lemma 10.1 by stacilo predpokladat, ze by > 0,
bi. > b1 plati pro Vk > ng, pro vhodné ny € N. Casté v aplikacich.

Piiklad. Rada Zil(—l)kloﬁk konverguje.

Poznamky k C. Pro z € C je z = z + iy, kde 12 = —1, z, y € R. Znacime
r = Rez (redlna ¢ast), y = Im z (imagindrni ¢dst).

Definujeme z = z — 4y (éfslo komplexné sdruzené), |z| = v/Re?z +Im? 2
(absolutni hodnota).

Plati:

(i) |[Rez|, Imz < |z] < |Rez|+ |Imz| pro Vz € C

(ii) |z + w| < |z| + |w| pro ¥z, w € C

Konvergence: pro z,, z € C piseme nhrgo 2, = 2, pokud nhIIolo |z — 2| = 0.

Ekvivalentné: z, — z plati, praveé kdyz Re z,, — Re z, Im z,, — Im 2.

Rada Y re ag, ax, € C konverguje, pokud s,, (posloupnost édstecnych soucti)
ma limitu v C.

Ekvivalentne: Y. | ax konverguje, prave kdyz >~ Reag, > oo, Imay kon-

verguji. Plati
> =

k=1

ReakJriZImak.

00 00
k=1 k=1

Definice. Rekneme, ze posloupnost b, € C spliuje Bolzano-Cauchyho
podminku (neboli je cauchyovskd), jestlize

(Ve > 0) (3no € N) (Vm,n > ng) [|bn — bn| < ] (BC)

Véta 10.10.* Necht b, € C. Potom je ekvivalentni:

(1) posloupnost {b,} konverguje, tj. 3b € C tak, ze b, — b;

(2) {b,} je cauchyovska.

Definice. Nechf a;, € C. Rekneme, ze fada > re; a splituje Bolzano-
Cauchyho podminku konvergence fady, jestlize

(Ve > 0)(3ng € N) (Vn > ng) (Vp € N) || % ay| <e]. (BC —r)

k=n-+1

Pozorovéni. Rada Y 3, a; spliuje (BC-r), pravé kdyz s, (posloupnost
castecnych souctu) spliuje (BC).



Véta 10.11. Necht a;, € C. Rada > re, a konverguje, prave kdyz je splnéna
Bolzano-Cauchyho podminka konvergence rady (BC-r).

Lemma 10.3. [Abelovo sumaéni lemma.] Necht a;, € C, necht existuje

K > 0 takové, ze | ;_, ax| < K pro ¥n € N. Necht by > 0, by > by pro
Vk € N. Potom | > 7_, axby| < b K pro Vn € N.

Véta 10.12. [Dirichletovo kritérium.] Necht D7 ax (a) € C) mé omezené
castecné soucty. Necht b, — 0 a necht posloupnost {b;} je monoténni.
Potom »;7 ,; axby, konverguje.

Lemma 10.4. Necht z # 2kn. Potom

n . .
) sin "TH:E sin g
E sin kx = — ,
sin
k=0 2
n .
sin "Tﬂsc coS %:c
E coskxr = — .
sin Z
k=0 2

Disledek. Necht x € R, z # 2kw. Potom fady > .- sinkz, Y oo coskx
maji omezené castecné soucty.

Véta 10.13. [Abelovo kritérium.] Necht Y77, ai (ar, € C) konverguje.
Necht posloupnost {b;} C R je omezend a monoténni. Potom fada Y -, axbk
konverguje.

Lemma 10.5. Necht a; € C, necht {¢;} C R je monoténni a ¢, — ¢ €
R\ {0}. Potom je ekvivalentni:

(1) =27, ai, konverguje;

(2) 22, akex konverguje.

Poznamka. Predpoklad monotonie (Véty 10.8, 10.12, 10.13 a Lemma 10.5)
je podstatny a nelze ho vynechat. Na druhou stranu (viz Lemma 10.1) staéi,
aby monotonie platila az od jistého k.

~ ’ fe'e) —1)k . .
Piiklady. @ > .-, \/%%)(71)'@ diverguje.

@ >, % arctg k konverguje.

Véta 10.14. [O absolutn{ konvergenci.] Necht ay € C, necht fada Y7, |a|
konverguje. Potom také fada >, a) konverguje.

Definice. Necht a; € C. Jestlize > .-, |ax| konverguje, tak fadu Y ;- ax
(kterd konverguje diky predchozi vété) nazveme absolutné konvergentni.
Pokud "7 | ai konverguje, avsak » - | |ax| = oo, Fekneme, ze fada D -, ay
konverguje neabsolutné.



Priklady. @ ) -, Sinz(,lf 2) konverguje absolutné.

@ >, % konverguje neabsolutné.

Definice. Necht ay, b, € C. Necht existuje ¢ : N — N vzdjemné jed-
noznacné zobrazeni takové, Ze ap = b,y pro kazdé k € N. Potom fada
> re, b se nazve prerovnéni fady > - ay.

Véta 10.15. Necht a; € C, necht fada (1) Y_,~, a; konverguje absolutne.
Necht fada (2) >~ bi je libovolné prerovndni fady (1). Potom fada (2)
konverguje absolutné a plati o by = > oo ay.

Definice. Pro a € R definujeme

n a, a>0 _ —a, a<0
a” = a =
0, a<0 0, a>0

tzv. kladnou resp. zapornou ¢ast cisla a.

Poznamka. Plati: a =a™ — a7, [a|=aT+a” a0 <at, a” <|al.

Véta 10.16. Nechf a; € R a necht plati limg_ooar = 0 a Y- af =
Soro a; = 400. Necht s € R je libovolné. Potom existuje {by} prerovnani
{ar} takové, ze Y2, by = s.

Lemma 10.6. Necht a;, € R, necht fada .~ a; konverguje neabsolutné.
Potom Y 77 af =Y 77 a; = +oo.

Disledek. Soucet neabsolutné konvergentni fady lze prerovnanim libovolné
meénit.

Poznamka. Je ddna fada > -, a, a; € R. Je sprdvnd dvaha ”nejdiive
sectu vsechny kladné ¢leny, pak vSechny zaporné, pak to slozim a mam
vysledek”? Formalné jde o rovnost

o o o
E ap = E a,': — E ay, -
k=1 k=1 k=1

Pro absolutné konvergentni tady to plati. V piipadé neabsolutné konver-
gentni fady ne: napravo totiz je co — oco.

Véta 10.17. [Cauchytv soucin fad.] Necht fady (1) D2 ar a (2) D pey bk
konverguji absolutné. Pro k =0, 1, ...ozna¢me ¢ = Zf:o a;by_;. Potom

Priklad. Ozna¢ E(z) = > 2, Zk—lj Potom E(z) - E(w) = E(z + w) pro Vz,
w e C.



