10. RaDY.
Definice. Necht a;, € R, k = 1,2,.... Symbol (1) > 77 a; se nazyva fada.

Posloupnost {sn }neN, kde

n
Sp = E ak:a1+a2+"'+an7
k=1

se nazyva posloupnost ¢asteénych souctu fady (1). Jestlize existuje (kone¢na
nebo nekoneénd) limita lim, .., s, = s, pak ¢islo s nazveme souctem trady

(1). Piseme
Z ap = S.
k=1

Terminologie: pokud s € R, fikdme, ze fada konverguje. V opacném prii-
padé diverguje. Divergence fady tedy nastane, pokud bud s, — oo (fada
diverguje do +00), nebo lim,, .., s, neexistuje (fada osciluje).

Piiklady. O Y5, iy = 1

D Yoz =00

@ Yo d" =15 9€ (-11)

@ >0 (=1)F osciluje

Véta 10.1.[Nutnd podminka konvergence.] Necht » ° | a; konverguje. Po-
tom a; — 0.

Piiklad. Y .7 ¢" diverguje, pokud |q| > 1.
Vé&ta 10.2.[Aritmetika fad.] 1. Necht Y - | a; konverguje a o € R. Potom

o k .
> ey ay konverguje a
o o
E aap = o E Qg .
=1 k=1

2. Necht > 77, ag, Y po, b konverguji. Potom > ;7 (ay £ by) konverguje a
k= k=1

1 k=1

Lemma 10.1. Necht fady (1) > ;7 ax, (2) D pey b se LSl jen v konecné
¢lenech. Potom fada (1) konverguje, pravé kdyz fada (2) konverguje.



Lemma 10.2. Nechf a;, > 0. Potom fada ), a, konverguje, pravé kdyz
ma omezené castecné soucty.

Véta 10.3. [Srovnavaci verze 1.] Jsou dany fady (1) > ;- ax a (2) > p; b,
kde ay, by, > 0. Necht existuje ¢ > 0 takové, ze a;, < cby, pro Vk. Potom:

(i) pokud fada (2) konverguje, tak fada (1) konverguje;

(ii) pokud fada (1) diverguje, tak fada (2) diverguje.

10.4. [Podilové kritérium.] Je danafada Y .-, a;. Nechf a; > 0, necht a’;—:l —
q pro k — oo. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak fada konverguje;

(ii) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

Priklady. D >_;7 , & konverguje.

@ >, Z—i konverguje.

Ak+1
ag

fada ) -, m konverguje, pro obé pritom plati

Poznamka. Pokud — 1, nelze obecné nic Fici. Rada > -, % diverguje,

T4+l 1
" .

Véta 10.5. [Odmocninové kritérium.] Je déna fada >, ax. Necht a; > 0,
necht /a; — ¢ pro k — oo. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak fada konverguje;

(ii) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

Véta 10.6. [Integralni kritérium.] Je déna fada >, ai, kde a; > 0. Necht
existuje funkce f(z) spojitd, nezaporné a nerostouci v [1, 00) takova, Ze aj =
f(k) pro Vk. Potom fada Y-, a; konverguje, pravé kdyz [ f(z)dz < cc.
Priklad. Rada P kia konverguje, prave kdyz a > 1.

Definice. Rekneme, Ze a;, je ¥adové rovno by, pro k — oo, jestlize limy_, o Z—:

existuje a je konecna a nenulova. Znacime a; ~ by.

Véta 10.7. [Srovnavaci verze 2.] Nechf ay, by > 0, necht ay ~ by. Potom
fada Y - | a; konverguje, pravé kdyz fada ) -, by konverguje.

Priklady. O > -, m diverguje.

@ i, sin+ diverguje.

® > oo, B konverguje.

Véta 10.8. [Raabeho kritérium.] Necht ar > 0, necht ]{?(ﬁ —1) — p.
Potom:

(i) je-li p > 1, tak fada Y, | ax konverguje;

(ii) je-li p < 1, fada diverguje.



Poznamky.

e fada > .7, 1/k* Protoze api1/ar = (k/(k +1))? — 1, podilové kritérium
neumi rozhodnout; zato Raabe dava k(ay/ar+1—1) — 2, tj. fada konverguje.
Vidime, ze Raabe je silnéjsi (jemnéjsi) nastroj nez podilové kritérium.

e pokud k(ay/ar+1 — 1) — 1, nelze pomoci Raabeho kritéria rozhodnout.

Véta 10.8. [Leibnizovo kritérium.] Necht b, > 0, a b, — 0. Necht by > byi1
pro Vk € N. Potom fada -, (—1)*b; konverguje.

Poznamka. S ohledem na Lemma 10.1 by stacilo predpokladat, ze b, > 0,
by, > bi41 plati pro Yk > ng, pro vhodné ng € N. Casté v aplikacich.

Piiklad. Rada 2211(_1)k1o\£k konverguje.

Poznamky k C. Pro z € C je 2 = x + iy, kde i = —1, 2, y € R. Znac¢ime
x = Rez (realna ¢ast), y = Im 2z (imaginarni ¢ast).

Definujeme 2 = z — iy (¢islo komplexné sdruzené), |z| = /Re®z +Im* 2
(absolutni hodnota).

Plati:

(i) |[Rez|, Imz < |z| <|Rez|+ |Imz| pro Vz € C

(ii) |z +w| < |z| + |w| pro Vz, w € C

Konvergence: pro z,, z € C piSeme nhi& zZn = 2z, pokud nhi& |z — 2| = 0.
Ekvivalentné: z, — z plati, pravé kdyz Re z, — Re z, Im 2z, — Im 2.

Rada > re ag, ai € C konverguje, pokud s,, (posloupnost ¢asteénych soucti)
ma limitu v C.

Ekvivalentné: Y% | a; konverguje, pravé kdyz > ;- Reay, Y r, Im ay, kon-
verguji. Plati

(o] (o] (o]
E ap = E ReakJriE Imay .
k=1 k=1 k=1

Definice. Rekneme, 7e posloupnost b, € C splituje Bolzano-Cauchyho pod-
minku (neboli je cauchyovskd), jestlize

(Ve > 0) (3no € N) (Ym,n > ng) [|by — ba| <e]. (BC)

Véta 10.10.* Necht b, € C. Potom je ekvivalentni:
(1) posloupnost {b,} konverguje, tj. 3b € C tak, ze b,, — b;
(2) {b,} je cauchyovska.



Definice. Necht a;, € C. Rekneme, Ze fada > .-, a;. splituje Bolzano-Cau-
chyho podminku konvergence fady (BC-r), jestlize

n+p

(Vs > O) (Elno € N) (Vn > no) (Vp € N) H kZ ak’ < 5] )

Pozorovani. Rada .- | a; spliiuje (BC-1), préavé kdyZ s,, (posloupnost ¢4s-
teénych souctl) spliiuje (BC).

Véta 10.11. Necht a;, € C. Rada > re, ai konverguje, pravé kdyz je splnéna
Bolzano-Cauchyho podminka konvergence fady (BC-r).

Lemma 10.3. [Abelovo sumac¢ni lemma.] Necht a; € C, necht existuje K > 0
takové, ze | > ;_, ai| < K pro Vn € N. Nechf by > 0, by > b4 pro Vk € N,
Potom | Y, arbi| < b1 K pro Vn € N.

Véta 10.12. [Dirichletovo kritérium.] Necht "% | ai (ar € C) mé omezené
Castecné soucty. Necht b, — 0 a necht posloupnost {b;} je monoténni. Potom
> re | axby konverguje.

Lemma 10.4. Necht = # 2kw. Potom

n . .
) sin "TH:E sin
E sin kx = — ,
sin £
k=0 2
n .
sin "Tﬂsc Cos 5T
E coskxr = — )
sin £
k=0 2

Dusledek. Nechf = € R, x # 2kw. Potom fady Y .- sinkz, Y .- coskz
maji omezené castecné soucty.

Véta 10.13. [Abelovo kritérium.] Necht Y2 | ay (ax € C) konverguje. Necht
posloupnost {b;} C R je omezend a monoténni. Potom fada Y .- ; a;by kon-
verguje.

Lemma 10.5. Necht a;, € C, necht {¢;} C R je monoténni a ¢ — ¢ €
R\ {0}. Potom je ekvivalentni:

(1) >72 | a konverguje;

(2) d°p2, akey konverguje.

Poznamka. Predpoklad monotonie (Véty 10.8, 10.12, 10.13 a Lemma 10.5)
je podstatny a nelze ho vynechat. Na druhou stranu (viz Lemma 10.1) staci,
aby monotonie platila az od jistého k.
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» o0 — k . .
Priklady. @ >, ﬁ%)(—nk diverguje.

@ >, # arctg k konverguje.

Véta 10.14. [O absolutni konvergenci.] Nechf a; € C, necht fada >, | |ax|
konverguje. Potom také fada >, a) konverguje.

Definice. Necht a, € C. Jestlize Y., |ai| konverguje, tak fadu D -, ay
(ktera konverguje diky ptfedchozi vété) nazveme absolutné konvergentni.
Pokud )7 | ai konverguje, avSak >/~ |ax| = oo, fekneme, ze fada >~ | ax
konverguje neabsolutné.

Priklady. © > -, smz(,’f %) konverguje absolutné.

@ >, (_;)k konverguje neabsolutné.

Definice. Necht ay, b, € C. Necht existuje ¢ : N — N vzajemné jednoznacné
zobrazeni takové, ze ay = b,(r) pro kazdé k € N. Potom fada Z;o:l by, se nazve
pferovnani fady > ;- | ax.

Véta 10.15. Necht ay € C, nechf fada (1) > ;- a; konverguje absolutné.
Necht fada (2) > /7, by je libovolné prerovnani fady (1). Potom fada (2)
konverguje absolutné a plati Y - by = > ;o ay.

Definice. Pro a € R definujeme

n a, a>0 _ —a, a<0
a — a s
0, a<0 0, a>0
tzv. kladnou resp. zapornou ¢ast ¢isla a.
Poznamka. Plati: a =a™ —a™, |a| =aT+a a0 <at,a” <lal.

Véta 10.16. Nechf a; € R a nechf plati limy_car = 0 a > oo af =
Y pe a; = +oo. Necht s € R je libovolné. Potom existuje {by} prerovnani
{ay} takové, ze D77 by = s.

Lemma 10.6. Necht a;, € R, necht fada ) ;- a; konverguje neabsolutné.
Potom > .7 af =77 ap = +oo.

Drsledek. Soucet neabsolutné konvergentni fady lze prerovnanim libovolné
meénit.

Poznamka. Je dnafada ) .-, ai, ay € R. Je spravnd Givaha "nejdiive sectu
vsechny kladné ¢leny, pak vSechny zaporné, pak to slozim a mam vysledek”?



Formalné jde o rovnost

[e.e]

o0 o0
g ap = g a: — E ay, -
k=1 k=1

k=1

Pro absolutné konvergentni fady to plati. V pripadé neabsolutné konvergentni
fady ne: napravo totiz je oo — o0.

Véta 10.17. [Cauchyiiv soucin fad.] Necht fady (1) D " gar a (2) D pe bk
k

konverguji absolutné. Pro k =0, 1, ...oznacme ¢, = ijo a;by_;. Potom
> (Yu) (L0)
k=0 k=0 k=0

a fada Y ¢; konverguje absolutné.

Priklad. Ozna¢ E(z) = > -, Zk—lf Potom E(z) - E(w) = E(z + w) pro Vz,
w e C.

11. MOCNINNE RADY.

Definice. Mocninnou radou rozumime

> ez — 2)" (1).

k=0

kde zg je stfed tady, cp jsou koeficienty fady; fadu chapeme jako funkci
proménné z. Pfedpokladame c;, 2o, 2 € C. Plati tmluva a° = 1 pro Va € C,

tj. fada vypadd co + c1(z — 20) + c2(z — 20)% + . . ..

Poznamky.
e mocninna fada ... zobecnény polynom

e mnoho funkci se da napsat jako soucet mocninné tady, napi. expz =
1

> o Zk—lf pro z € C, In(1 + 2) = Zzio(_l)m/:; pro |z| < 1.

Véta 11.1. [Polomér konvergence.| Je ddna mocninné fada (1). Potom exis-
tuje R € [0, +o00] takové, ze

(i) pokud |z — 2| < R, tak (1) konverguje absolutné;

(ii) pokud |z — zo| > R, tak (1) diverguje.

Terminologie. Cislo R z pfedchozi véty se nazyva polomér konvergence
fady. Mnozina {z € C; |z — 20| < R} resp. {z € C; |z — z| = R} se
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nazyva kruh resp. kruznice konvergence. Zjevné mize existovat jen jedno
Cislo R, které splni obé vlastnosti (i), (ii) - tj. polomér konvergence je urcen
jednoznacné.

1
C’Z—:1| — r. Potom R = —

Véta 11.2. Je dana fada (1). Necht ¢, # 0 a necht
”

1
(s tmluvou —
+00

0

5= +00) je polomér konvergence fady.
Piiklady. D > ;7, 2" ... R =1, na kruznici konvergence fada diverguje
@ >, 2—2 ... R =1, na kruznici konvergence fada konverguje absolutné

1
Véta 11.3. Je déna fada (1). Necht {/|cx| — r. Potom R = — (s imluvou
r

1 1

=0, = = 400) je polomér konvergence fady.

too 0
Poznamka. Hlavnim cilem kapitoly je dokazat rovnost:

{ch(z - Zo)k} = Z kep(z — 20)F 1.

k=0

Formalné jde o ”derivovani fady ¢len po ¢lenu”, neboli o zdménu »_ a’.
Rada vpravo je také mocninné rfada - mtizeme ji prepsat jako

> ez — 20)", &= (k4 1)cpir .
k=0

Lemma 11.1. Rady (1) D02 cr(z — 20)F a (2) Yoo, ker(z — 20)* ! maji
stejny polomér konvergence.

Dusledek. Také fady (3) Y2, k(k—1)cx(2—20)" 72, (4) D202, w5 (2 —20)"
maji stejny polomér konvergence jako (1).

Heslo: formalnim derivovanim/integrovanim ¢len po ¢lenu se neméni polomér
konvergence.

Véta 11.4. Necht fada > -, cx(z — 29)" mé polomér konvergence R > 0.
Oznacme

F(z) = ch(z — 2k, f(z) = Z ker(z — 20)" 1.

Potom F'(z) = f(z) pro Vz € U, kde U = {z € C; |z — 2| < R}.
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Poznamky.

e funkce F'(z), f(z) jsou pro z € U korektné definovany, nebo dané rady
konverguji absolutné (Lemma 11.1.)

e tvrzeni plati ve smyslu derivace podle komplexni proménné, tj.

(V5>O)(35>0)[0< | <6, he C = 'F(ZJrhf)L_F(Z) — f(2)

=l

kde z € U je libovolné.
e specialni pripad je i derivace podle redlné proménné, tj. F'(z) = f(z), pro
kazdé x z intervalu (—R, R), neboli

F(z+h) — F(2)
h

(ve > 0)(30 > 0)[0 £ h e (6,0) = ' — f(2)

<.

Disledky. (Véty 11.4.)
e funkce F'(z) je v mnoziné U nekonecné diferencovatelnd a plati F(z) =
oo k(k—1er(z — 20)2 FO(2) = Y22 s k(k— 1) (k — 2)er(2 — 20)% 3 atd.

e funkce ®(z) = 377 %5 (2 — 20)**! je primitivni funkce k F(z) v mnozing
U, tj. ®'(z) = F(z) pro Vz € U.

Priklad. E(z) = ,7, Zk—]: Potom FE’(z) = E(z) pro Vz € C.

Véta 11.5. Necht fada Y ;- cx(z — 20)" mé kladny polomér konvergence.
Oznacéme F(z) jeji soucet. Potom F®)(z,) = k!¢ pro VI =0,1,. ...
Dusledek. Necht fada (1) >3, (2 — 20)* mé kladny polomér konvergence,
a F(2) je jeji soucet. Potom n-ty Tayloriv polynom funkce F'(z) o stfedu z
je roven n-tému ¢asteénému souctu fady (1).

Vé&ta 11.6. Necht fady (1) D37 ce(2—20)" a (2) 5o &r(2—20)" maji kladny
polomér konvergence. Ozna¢me F(z), F'(z) jejich soucty. Necht F(z) = F(z)
na jistém U(zg). Potom ¢ = é& pro Vk=0,1,....

Dusledek. Necht Y77 cip(z — 20)F = 0 pro Vz z né&jakého U(z). Potom
c. =0proVk=0,1,....

Poznamka. Srovnej s piibuznou vétou: necht p, p jsou polynomy, necht
p(z) = p(x) pro nekonetné x. Potom p, p jsou identické, tj. maji stejné
koeficienty.

Véta E. Existuje funkce expx : R — (0, 4+00), spliujici:
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1. exp(z + y) = exp(z) exp(y) pro Vz, y € R;
2. exp x je rostouci a spojita v R;

—1
3. 1im SP@ =L

x—0 x
Funkce exp x je témito vlastnostmi urcena jednoznacné.

Poznamka. V dtkaze predchozi véty se ukaze, ze

o [L‘k
expr = Z E ;
k=0

podobné plati

% a2kl oo L 2k
e =Y (~1)f =5 "(-1 .
sin (-1) Ik COS (—1) o]
k=0 k=0

Lemma 11.3. Pro Vx, y € C plati

exp(z + 1y) = exp(z) [cos y + isin y] ,

1
sinx = 5 [exp(iz) — exp(—iz)] = = sinh(iz),
i

]

cosx = %[exp(im) — exp(—iz)] = cosh(iz) .

Definice. Funkce F'(z) se nazve analytickd v bod€ zy, jestlize existuji ¢, € C
tak, ze F(z) =Y 1, ck(z — 20)" na jistém Ul(z).
Funkce se nazve analytickd v mnoziné €2, je-li analyticka v kazdém bodé (2.

Priklad. Funkce exp(z) je analytickd v C, nebot pro kazdé z, € C plati

exXpz =y oo SRR (z — 20)".

12. DIFERENCIALNI ROVNICE.

Umluva. V celé kapitole jsou I, J oteviené intervaly.

Definice. Necht F(z,y, z1, . . ., z,) je redlné funkce (n+2) proménnych, ktera
neni konstantni vici z,. Potom vyraz

F(z,y,v,...,y™) =0 (1)

nazveme obyc¢ejnou diferencialni rovnici fadu n pro neznamou funkci y pro-
ménné x.



Resenim rovnice (1) rozumime funkei y(x) : I — R, kterd ma vlastni derivace
az do radu n vsude v I, a

F(a,y(2),y'(@),....y" () =0

pro kazdé x € I.

Definice. Nechf y : I — R, §: I — R jsou dvé FeSeni, pFi¢em7 interval I je
striktné vétsi nez I, a y(z) = y(z) pro Vo € I.

Potom ¢ se nazve prodlouzenim y, a naopak y se nazve restrikci .

Priklad. Funkce y;(z) =0, x € (—00,0), y2(x) =0,z € R a
0, =<0
ys(x) = {

22, >0

jsou vsechny Teseni rovnice y’ = 2,/y. Vidime, zZe ys, y3 jsou dvé riizna pro-
dlouZeni feseni y;. V bodé x = 0 nastéava vétveni (nejednoznacnost).

Definice. Obycejnou diferencidlni rovici 1. fddu rozumime vyraz

F(z,y,y) =0, (2)

kde F' = F(x,y,2) je nekonstatni vii¢i z. ReSenim rovnice (2) je funkce
y(x) : I — R, ptidemz y'(z) existuje vlastni vsude v I a F(z,y(x),y'(z)) =0
pro Vx € 1.
Poznamka. Pripomenime z minulého semestru:
Véta. Necht f(z) : I — R je spojita. Pak existuje F'(x) : I — R primitivni
funkce (zkratka p.f.) k f(x), tj. F'(z) = f(x) pro VYo € I. Znacime téz
Fx) = [ f(x)da.
Véta. Necht F(z), G(z) maji vlastni derivace v intervalu /. Potom je ekvi-
valentni

(i) F'(x) = G'(x) proVx € [

(i) 3¢ € R tak, ze F(z) = G(x) + cpro Ve € [

Definice. Linedrni ODR 1. fd4du rozumime
y' +a(r)y = b(z). (3)

Véta 12.1. [Refen{ linearni ODR 1. fadu.] Je déna rovnice (3). Necht a(z),
b(x) jsou spojité v I, necht A(z) = [ a(z)dx, B(x) = [b(z)exp A(z)dz v I.
Necht ¢ € R je libovolné. Potom

y(z) = exp(—A(w)) [B(z) + ]
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je FeSeni rovnice (3) v I. Naopak: vSechna feSeni rovnice (3) maji tento tvar.
Poznamka. Vyraz exp A(x) se nazyva integracni faktor.
Piiklad. rovnice: ¢y + ycosx = exp(—sinz), i.f.: expsinz, obecné feseni:
y(x) =[x + ] exp(—sinz), x € R.
Definice. Rovnice

v =9)f(x) (4)
se nazyva rovnice se separovanymi promeénnymi.

Véta 12.2. [Reseni rce se sep. prom.] Je déna rovnice (4). Necht f(z) je
spojitd v I, necht ¢g(y) je spojita a nenulova v J. Necht F'(x) resp. G(y) jsou
p.f. k f(x) resp. 1/g(y) v I resp. v J.

Ozna¢ G_1(z) funkci inverzni ke G(y). Necht I C I a ¢ € R jsou zvoleny tak,
7e F(z) + ¢ lezi v definiénim oboru G_y(z) (tj. v G(J)) pro Yz € I.

Potom funkce

y(x) = Ga(F(x) +¢), zel
je Feseni rovnice (4).
Poznamka. Predpoklad “F(x)+c lezi oboru hodnot G” je pottfeba hlidat —
formalni vypocet totiz miize vést k feseni, které feSenim neni.
Priklad. Rovnice y' = 24/|y|. Aplikaci pfedchozi véty nachdzime dva typy
feseni:
Ltyp: [ = R, J = (-00,0), G(y) = —/~y, F(z) = . Tedy G(J) =
(—0,0), I = (=00, —c). nalezené feseni y(x) = —(z + ¢)?, z € (—o00, —¢).
Pozor: pro > —c dané funkce NENT fegeni rovnice.
2. typ: podobné - J = (0,00), G(y) = \/y, G(J) = (0,00). Nalezené feseni
y(z) = (z + ¢)?, z € (—c,0). (Opét neni Feseni pro x < —c).
3. typ: zjevné y(z) =0, x € R je FeSeni.

Poznamka. V dalsim se zamé&fime na rovnici tvaru

y' = [f(x,y), (5)

- tzv. rovnice vyTesend vzhledem k derivaci - ktera je z hlediska teorie ”siko-
vnéjsi” nez obecny tvar (2).

Lemma 12.1. [O napojovéani.] Necht y;(z) : (a,x9) — R, ya(x) : (2,0) — R
jsou FeSeni rovnice (5) ¢y’ = f(z,y). Necht lim y(x) = yo = hm+ y2(x).
T—x0— T—xQ
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Necht f(z,y) je spojitd v bodé (xg,yo) € R?2. Potom funkce

yi(x), z € (a,zo)
y() = { 2(2), T € (70,0)

Yo, T =T

je fesenim rovnice (5) v celém (a, b).

Priklad. Funkce
—(r +c 2, r<-—c
y(z) = { @)

0, x > —c

(tj. napojen{ feseni typu 1 a 3) je feSeni rovnice y' = 24/]y| v R.

Lemma 12.1 fesi vlastné jedinou véc: Ze rovnice je splnéna v bodé napojeni
(jinde je to jasné) a fika, Ze to je zarueno, napojim-li spojité. Srovnej s
Lemmatem 6.3 v minulém semestru.

Poznamka. Obecny postup feSeni rovnice se separovnymi proménnymi (4):

e pokud yy € R je takové, Ze g(yo) = 0, pak y(z) = yo je tzv. singularni
(stacionarni) feSeni. Plati na kazdém intervalu, na némz je definovina

().

e pomoci Véty 12.2 hledam feseni y(z) : I — J, kde f(z) je spojita I,
g(y) je spojita, nenulova v J.

e pomoci Lemmatu 12.1 nalezena feSeni napojuji.

Definice. Rekneme, Ze feseni y(z) rovnice (5) prochazi bodem (¢, yo) € R?,
jestlize (i) defini¢ni obor y(z) obsahuje bod zg a (ii) y(xo) = yo.

V bodé (xg, o) nastava vétveni, jestlize exituji dvé feseni yi(x), yo(z), kterd
timto bodem prochazeji, avsak ktera se neshoduji na zadném okoli zy. Tj.
Vo >0 3% € U(xg,0) tak, ze y1(T) # y2(T).

Ptiklad. Pro rovnici y' = 2+/]y| nastava v bodé (0, 0) vétveni: y; () = 0 pro
reRay(r)=2proxr >0a=0prox<O0.

Poznamka. Jestlize y(z) feSeni rovnice (5) prochézi bodem (z,yo), pak
nutné y'(zo) = f(xo,y(z0)) = f(xo,yo). Dusledek: pokud stejnym bodem
prochézi vice feseni, maji zde stejnou tecnu - jejich grafy se ”"dotykaji”, ne-
mohou se "kiizit”.
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* Véta 12.3. Necht f(x,y) je spojitd na okoli bodu (zg, yo). Potom bodem
(20, Yo) prochézi alespon jedno FeSeni rovnice (5).

Podrobné: existuje 6 > 0 a funkce y(x) : (zg — 0,29 + §) — R, ktera Fesi (5)
a splituje y(o) = yo.

* Véta 12.4. Necht funkce f(z,y), a% (x,y) jsou spojité na okoli bodu
(20, Y0). Potom bodem (xg, o) prochazi feseni (5), které je lokalné jedno-
znacné.

Podrobné: existuje y(x) Feseni (5) prochézejici (xg, yo), a je-li §(x) jiné feSent,
prochazejici (zo, o), tak existuje § > 0 tak, ze y(x) = g(z) pro Vo € U(xy, ).
Jinak feceno: v bodé (zg, yo) nenastava vétveni.

Priklad. Pro rovnici ' = 24/|y| zaruc¢uji vyse uvedené véty, ze (i) kazdym
bodem (g, 39) € R? prochazi alesponi jedno Feseni a (ii) vétveni miiZe nastat
jen v bodech (g, 0).

Definice. ReSeni y(z) : I — R dané ODR se nazve maximalni, jestlize
ho nelze prodlouzit, tj. neexistuje g(x) : I — R takové feSeni, ze I C I a
y(z) = g(z) pro Vz € 1.

Definice. Nas cil: najit vSechna maximalni feSeni.

Reseni y(x) : (a,b) — R rovnice (5) urc¢ité nejde prodlouzit za bod x = b,
jestlize (i) b = 400 nebo (ii) y(x) — oo pro  — b— a nebo (iii) y(z) — yo
pro x — b—, avSak bod (b, yo) nelezi v definiénim oboru funkece f(x,y).

Jak pozndm, Ze mam vSechna feseni? Nechf O C R? je oteviend a funkce
f(z,y), a%f(x,y) jsou spojité v ). Jestlize najdu néjakad feseni {y.(z)}cer
takova, ze jejich grafy vyplni celou €2, pak diky Vété 12.4. jsou to zaroven
vSechna TeSeni, kterd se v {2 mohou vyskytnout.

Definice. Rovnice 3’ = f(x,y) se nazve homogenni, jestlize funkce f(z,y)
spliiuje f(Ax, \y) = f(x,y) pro YA # 0.

Postup Feseni: poloZime y(x) = xz(x) — rovnice piejde na rovnici se separov-
nymi proménnymi (pro novou neznamou funkei z(x).) Pozor na bod = = 0.
Piiklad. 2%y + zy = 292

Definice. Rovnice ¢’ + a(x)y = b(x)y®, kde a # 0, 1, se nazyvéa Bernoulliho
rovnice.

Postup feseni: substituci z(z) = [y(z)] 7% pfevedeme na linedrn rovnici (pro
novou neznamou funkci z = z(x)).

Piiklad. 2y — 4y = 2*\/y, tj. « = 1/2, z = \/y vede na 2’ — 2z/x = /2.
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Definice. Systémem n ODR prvniho fadu rozumime

y =F(z,y), (6)
tj. rovnice yi(z) = Fi(z,y1(z),...,yn(z)), i =1,...,n, kde y = (y1,...,yn) :
I — R™ jsou nezndmé funkce, a F = (Fy, ..., F,) : I x R" — R" jsou dany.

Ptirozena pocatecni podminka je
y(l’o) =n, (7)

neboli y;(zo) =n;, i =1,...,n, kde 9 € [ an € R™ jsou predepsany.

Poznamka. Plati véta analogickd V.12.4: pokud F ma rozumné vlastnosti,
pak pro libovolné zvolenou pocéateéni podminku (7) existuje (jediné) feSeni
(6), definované na jistém okoli bodu z.

Definice. Rovnici n-tého fadu, vyfesenou vici nejvyssi derivaci, rozumime
(n) — ! (n—1)
y" = flzyy oyt (8)

Véta 12.5. Funkce y(z) : I — R je feSenim rovnice (8), pravé kdyz funkce
z(x): I — R", kde

N
[l

—~

8

I

<

&
~

fesi systém

2y = 23
2 =2z
2= fw, 21,0 20)

Poc¢ateéni podminka z(xy) = 1 odpovida pocatecni podmince pro y tvaru
y(0) = m, y'(w0) = 12, ..y (w0) = M.
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Poznamka. Pfirozena pocateéni podminka (tj. takova, pro niz existuje prave
jedno feSeni) pro rovnici 1. fadu je uréend hodnotou feseni v jednom bodé.
Pro rovnici n-tého fadu je pfirozena pocatecni podminka piredepsat hodnotu
a prvni az (n-1)-tou derivaci v jednom bodé.

Definice. Linearni diferenciilni rovnici fadu n rozumime
ao(2)y™ + ay(z)y" Y + -+ an(x)y = f(x). (9)

Terminologie: a;(x) ... koeficienty rovnice, f(x) ... prava strana.

Znaceni C(I) ... funkce y(z) : I — R(C), které jsou spojité; C*(I) ... funkce
y(x), které jsou spojité a jejichz derivace az do fadu k véetné jsou také spojité
na /.

Regenim rovnice (9) rozumime funkce y(x) € C™(I), ktera spliiuje (9) pro
Vo e 1.

Kliéovy piedpoklad (P). O rovnici (9) budeme predpokladat, ze a;(z),
i=1,...,na f(x) jsou spojité na I (otevieny interval), navic ag(x) # 0 pro
Ve e 1.

* Véta 12.6. Je déna rovnice (9) a plati pfedpoklad (P). Necht xzy € I a
7 € R™ jsou libovolné. Potom existuje jedina funkce y(x) € C™(I), ktera fesi
(9) na celém I, a splituje poc¢ateéni podminky

y(zo) = m
y'(z0) = 12

y(nil) ('TO) =T

Poznamka. Rovnice faddu n ... n pocatecnich podminek. Existence FeSeni
je zarucena na celém I (obor spojitosti a;, f) — to je typické pro linedrni
rovnice.

Pro nelinearni rovnice miizeme obecné ¢ekat jenom lokalni existenci feseni.

n—k)

Znadeni. Pfi znaceni Z[y] = >_1_, ax(x)y! muzeme rovnici (9) pfepsat

jako Zy| = f.

Specialni pfipad f = 0 je tzv. homogenni tloha

Lyl =0. (10)
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Véta 12.7. Necht plati (P). Potom mnoZina s vSech feSeni homogenni
tlohy (10) tvoii linedrni podprostor dimenze n v prostoru C"(I).

Definice. Fundamentalnim systémem (F.S.) rovnice (9) rozumime libovol-
nou bazi prostoru .

Tj. F.S. je n-tice funkei {yy,...,yo} C . takova, ze je-li §(z) libovolné Feseni
ulohy (10), tak existuji (jednozna¢né urcené) konstanty c1, ..., c, takové, ze
§la) = 2251 ¢iy5(@).

Priklad. Funkce {<22£ 522} tyoi{ F.S. pro tlohu y” — 2y +y = 0.

Véta 12.8. Nechf plati (P). Potom pro mnozinu .47 vSech Feseni tlohy (9)
plati
Ny ={vp+y; ye A},

kde y, je jedno libovolné, pevné zvolené (tzv. partikularni) feSeni tlohy (9).

Dodatek. Je-li y, libovolné feseni tlohy (9), a {y1,...,y0} C J€ je funda-
mentalni systém, pak obecné feseni tlohy (9) ma tvar

Yo() = yp(x) + Z cjy;() |

kde ¢; € R jsou konstanty.

Poznamka. Obecny navod, jak nalézt fundamentélni systém nebo partiku-
larni feSeni, neexistuje. Nasledujici véta ale ukazuje, ze mizeme nalézt reseni
nehomogenni tlohy, pokud uz mame fundamentalni systém.

Lemma 12.2. Necht plati (P) a necht {y1,...,90} je fundamentalni systém

tlohy (9). Pro z € I definuji matici U(x) = {U;(x)} jako U;j(z) =
i—1

yy V().

Potom pro kazdé z € I je U(x) regularni matice.

Véta 12.9. [Variace konstant.] Je ddna rovnice (9) Z[y| = f a plati (P).

Necht {y1,...,90} je fundamentalni systém. Necht c;(z),...,c,(x) spliuji

n
i,j=1
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pro Vx € I soustavu

@)y (@) + @)y (@) + .. @)y D (@) = 0

(@) V(@) + (@S V(@) + . @)y (@) =

Potom funkce y(z) = > 7, ¢;(x)y;(x) je feSenim tlohy (9).

Poznamka. Soustava ve Vété 12.9. ma tvar U(z)C(x) = B(z), kde U(x) je

regularni matice (Lemma 12.2.), C(x) = (¢|(z),...c,(z)) je neznamy vektor

a B(z) = (0,...,0, L9 Mizeme tedy spocist c(z) a integraci ziskat c;(z).

»D a0 (x)

Definice. Rovnice

kde b; € C jsou konstanty (by # 0), se nazyva linearni ODR fadu n s kon-
stantnimi koeficienty. Znaéime #[y] = >_;_, byy™*. Rovnice

Ayl =0 (12)

je odpovidajici homogenni tloha.

Poznamka. Hlavni myslenka teorie rovnic s konstantnimi koeficienty: hle-
dejme Teseni tvaru y(x) = exp(Az). Pozoruji, ze # [exp(Az)] = p(\) exp(\x),
kde

p(\) = zn: b A" (13)

Tedy: je-li A\g kofenem polynomu p(\), tak funkce exp(Aox) je feSenim ho-
mogenni tlohy.
Definice. Polynom (13) se nazyva charakteristicky polynom rovnice (11).

Poznamky. Kazdy polynom p = p(\) lze napsat jako

POV = a(A = A)™ (A =A™
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kde A1,... s € C jsou navzajem rizné kotfeny, a ny,...ngs jsou jejich nasob-
nosti.

Plati: ny + - - - + ng rovna se stupen polynomu.

Daéle: Ao je kofen polynomu p(\) ndsobnosti k, pravé kdyz 0 = p(Ag) =
P'(Ao) = -+ = p* I (No), aviak p*)(X) # 0.

Ke stupni polynomu: aX + b, kde a # 0, je polynom stupné 1. Nenulova kon-
stanta je polynom stupné 0. Identicky nulova funkce se povazuje za polynom
zaporného stupné.

Lemma 12.3. Je dan operator . [y] a p(\) je jeho charakteristicky polynom.
Potom pro VI > 0 celé

H [z exp(Az)] = exp(Ax) Z (;,)p(j)()\)xlj.

5=0
Dusledek. Je-li A\ kofen char. polynomu nésobnosti &, pak funkce exp(Aox),
rexp(\x), ..., 2" Lexp(Aox) fesi homogenni tilohu (12).

Poznamka. Pfipomenme tvrzeni (které plyne napft. jako specidlni piipad
Véty 11.6): je-li ¢(x) polynom a ¢(z) = 0, tak nutné ¢(z) je trividlni (tj. ma
vSechny koeficienty nulové.)

Totéz feceno jinak: funkce 1, z, 22, ... 2%, ...jsou linedrné nezavislé.
Nasledujici lemma muzeme chapat jako zobecnéni tohoto faktu.

Lemma 12.4. Necht )\; € C jsou vzajemné rizné cisla, necht ¢;(z) jsou
polynomy. Jestlize 3 7", ¢;(x) exp()\;x) = 0, pak nutné g;(z) = 0 pro Vj.

Véta 12.10. [F.S. pro ' [y] = 0.] Je dan operator J#[y] a p(A\) je jeho
charakteristicky polynom. Necht X;, j = 1,...,s, jsou jeho kofeny, a nj,
7 =1,...5s, jsou odpovidajici nasobnosti. Potom funkce

2! exp(\;7) j=1,...5,1=0,...n; —1

tvori fundamentalni systém homogenni tlohy (12).

Priklad. y® — @ — 5y® 44" + 8y’ + 4y = 0, charakteristicky polynom:
pA) =N =AM =B+ AN+ 8 A +4=(A+1)°(A—2)°

—1 je 3-nasobny, 2 je 2-nasobny koren, = fundamentalni systém:
{ exp(—z), v exp(—z), 2" exp(—x), exp(2z), z exp(2x) }

18



obecné Teseni:
Ky exp(—x) + Koz exp(—x) + Ks2? exp(—x) + K4 exp(2r) + K5z exp(22)
kde K; € R jsou konstanty.

Poznamka. V pripadé, ze p(A) ma komplexni kofeny:

1. moznost: celou teorii uvazujeme ”komplexni”, tj. hleddme feSeni y(z) :
C — C, po¢atecni podminka yU=Y(x0) = n;, 7 =1,...,n, kde n; € C. Takto
to funguje a nevadi mi komplexni by, ani komplexni koreny.

2. moZnost: chceme "redlnou” variantu, tj. hleddme jen feSeni y(z) : R — R,
a predpokladame b, € R (redlné koeficienty v rovnici.)

Z redlnosti b, plynou dvé véci:

(i) A € C je kofen p()\) nasobnosti & == X je kofen nasobnosti k

(ii) funkce y(z) : R — C fesi #'[y] = 0 = funkce Rey(z), Imy(z) fesi
Hly] = 0.

Je-li A = a + i3 kofen nasobnosti k, ziskame dle V.12.10 funkce

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" exp(Az)
exp(Az), zexp(Az), ..., 2" exp(z)

misto nich ale vezmeme jejich redlné a imaginarni ¢asti (s uzitim exp(Az) =
exp(ax)[cos Sz + isin fz])

exp(ax) cos Bz, xexp(ax)cos Bz, ..., x" T exp(ax) cos fx

exp(ax) sin Bz, xexp(ax)sin Bz, ..., 2" exp(ax)sin Sz

- tak dojdeme k "realné” verzi fundamentalniho systému.

Priklad. y" +y = 0, p(A\) = A\* + 1, kofeny +i. F.S.={exp(iz), exp(—ix)}.
Reélna verze F.S.: {cosx,sinx}.

Definice. Rovnice
H y] = q(r) exp(Aoz) (14)

kde ¢(z) je polynom, se nazyva rovnice se specidlni pravou stranou.

Prava strana je ten typ funkce, kterym se zabyva Lemma 12.3.; a ze kterych
umime sestavit fundamentélni systém (Véta 12.10.) Uvidime, Ze v této situaci
Ize Teseni uhodnout jako funkci predepsaného tvaru.

Poznamka. Necht ¢s(x), s = 0,...m jsou polynomy, kde stupen ¢, je s.
Potom pro libovolny polynom ¢(z) stupné m existuji (jednoznacné urcené)
konstanty c,, s = 0,...m takové, ze q(z) = Y " csqs(2).
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Véta 12.11. Je déna tloha (14), kde ¢(z) je polynom stupné m. Necht k£ > 0
vyjadfuje ndsobnost Ao coby kofene charakteristického polynomu (k = 0
pokud Ay neni koten.)

Potom existuje r(z) polynom stupné m takovy, Ze y(x) = x*r(z) exp(Aox) je
feSeni (14).

Priklad. y"—y'—2y = (z+1) exp(2z). Ay = 2 je jednoduchy koren char. poly-
nomu, stupeni ¢(z) = x+1 je 1. Hledam feSeni ve tvaru y(z) = zr(z) exp(2z),
kde r(x) = Az + B je polynom stupné 1.
Dosazenim do rovnice A =1/6, B =2/9.

Véta 12.11.° Je déna tloha
H [y] = exp(az) [q1(z) cos Bz + go(x) sin fz] (15)

kde q1, g2 jsou polynomy stupné < m. Necht k£ > 0 vyjadiuje nédsobnost ¢isla
A = « + i coby kotfene charakteristického polynomu.
Potom existuji polynomy 7, ro stupné < m takové, ze

y(x) = 2¥ exp(ax)[ri(x) cos Bz + ro(z) sin fz]

je Feseni (15).
Priklad. " +y —y = cosz. Typ (15), a =0, =1, ¢1 = 1, ¢ = 0, tj.
m = 0, ¢islo A = 7 neni kofen char. polynomu.

Hledam feseni ve tvaru y(z) = Acosx + B sinx, dosazenim do rovnice vyjde

A=-2/5 B=1/5.

Poznamka. Piiklad ukazuje, ze Vétu 12.11.” nelze zjednodusit v tom smyslu,
Ze pokud prava strana obsahuje jenom cos, pak najdu feseni, obsahujici také
jenom cos.

Poznamka. Soustavu n-rovnic linedrnich rovnic 1. fadu X’ = AX, kde
_ _ T . ’ 7 . _ .

X = X(t) = (21(t),...,2,(t))" jsou neznamé funkce, matice A = {a;;}

Ize Tesit postupnym prevedenim na 1 rovnici vyssiho fadu.

Stru¢éné: z prvni rovnice zj = a;1x1 + ajrs + -+ - + 41,7, vyjadiime napft.

xe = L(2Y,x1,23,...2,), derivaci =y = L(x}, 2,25, ...2)), kde L(...) je

néjaka linedrni kombinace.

Dosazenim do zbylych n — 1 rovnic dostaneme soustavu, ktera neobsahuje

Tg, je vSak fadu 2 (obsahuje z7). Atd.

n
ij=1
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Piiklad. Soustava
¥ =2r—vy
y=—6x+y
Z prvni rovnice: y = 2z — 2/, ¢y = 22’ — 2", dosazenim do druhé rovnice
20" — 2" =22 — 2z — 1)
2" —3x —4x =0
charakteristicky polynom: p(A) = (A —4)(A+ 1)
obecné feseni:  x(t) = K exp(4t) + Lexp(—t)
a protoze y = 2x — ', je y(t) = —2K exp(4t) + 2L exp(—t).

Definice. Rovnice
Ell=flx),  Ell= ba" Ty, (16)
k=0

br € C, by # 0, se nazyva Eulerova rovnice.
Jde o speciélni pifpad rovnice (9), kde ax(x) = brz"*. Predpoklad (P) je
splnén v intervalech (—o0,0) a (0, 00), kde také rovnici uvazujeme.

Postup FeSeni. Hledame feSeni ve tvaru y(z) = |z|}. Dostaneme &[y] =
[21*p(A), kde

P =D AA-1)...(A=(n—k)+1) (17)
k=0

je charakteristicky polynom rovnice (16).
Odtud: je-li \g kofen p(\) nésobnosti k, pak funkce

e I fa] - [, I 2] 2
fesi homogenni tlohu &[y| = 0, a lze z nich sestavit fundamentalni systém.

13. STEJNOMERNA KONVERGENCE.

Definice. Rekneme, Ze funkce f,(z) : I — R konverguji v I bodové k funkci
f(x), jestlize pro Vx € I plati

lim f,(2) = f(2).

n—oo
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Znacime f,(z) — f(z) v I
k
Priklady. @ p,(z) => 7, % Potom p,(z) — expz v R.

nx
n\r) =

@ fulz) =n xexp( z) = 0 v [0,00).

Poznamka. Piiklady demonstruji nékteré nedostatky bodové konvergence.

Pokud f,(z) — f(z), a f,(x) jsou spojité, pak f(z) nemusi byt spojita

(ptiklad 2).

Pokud f,(x) — f(z) v [a,b], nemusi byt fab fn— fab f (pfiklad 3 pro [a,b] =

[0, 1]).

To néas motivuje k zavedeni lepsiho, silnéjsitho pojmu konvergence funkci.

. Potom f,(z) — sgnz v R.

Definice. Rekneme, 7e funkce f,(z) : I — R konverguji v I stejnomérné k
funkei f(z), jestlize

(Ve > 0)(3no € N)(¥z € I)(Yn > no) [\fn( ) — f(z)] < 4 . (18)

Znacime f,(z) = f(z) v I
Poznamka. f,(x) — f(z) bodové v I, pravé kdyz

(Ve > 0)(Va € I)(3ne € N)(Yn > ng) [| Fula) — f(2)| < g} . (19)

Rozdil je pouze v poradi kvantifikace x a ngy. Pfi bodové konvergenci nejprve
fixuji x, pak volim ng, tj. ng mize obecné zaviset na x.

Pii stejnomérné konvergenci najdu jedno ng, které pak funguje pro vsechna
x el

Véta 13.1. Necht f,(z) jsou spojité v I, necht f,(x) = f(z) v I. Potom
f(x) je spojita v I.

Véta 13.2. Necht f,(x) jsou spojité v omezeném intervalu [a,b], necht
fn(x) = f(x) v [a,b]. Potom f fo(x)dz — f f(z)dzx pro n — oc.

Poznamka. K = sup,.; g(z) znamend 1. g(z) < KproVr € [ a2. VK' < K
dz € I tak, ze g(x) > K'. Souhrnné: K je nejmensi horni odhad pro g(z) na
1.

Lemma 13.1. [sigma en.] Necht f,(z) jsou definovany v I. Pro n € N
oznacme o, = sup,.; | fn(x) — f(x)]. Potom je ekvivalentni:
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(1) fu(z) = flz) v I

(2) 0, = 0 pron — ¢

Poznamka. Casto uzivané tvahy:

1. Jestlize existuji a,, (¢isla nezévisla na z) takova, ze a,, — 0 a plati | f,,(x) —
f(z)| < a, pro Vx € I, tak potom f,(z) = f(z) v I.

2. Jestlize existuji z,, € I takova, ze |f,(x,) — f(z,)| /4 0, pak f.(z) & f(x)
v I

Piiklad. f,(z) = —2%—. Potom f,(z) — 0 v [0, 00); fu(x) £ 0 v [0, 00); pro

1+n2z2 "
Vn > 0 pevné f,(x) = 0 v [n,00); pro zadné 6 > 0 neni f,(z) = 0 v [0,9).
Definice. Rekneme, 7e funkce f,(z) konverguji k f(z) lokalné stejnomérnd
v I, jestlize

(Vag € I)(36 > 0)[fu(z) = f(z) v INU(xo,9)] .

loc

Znacime f,(z) = f(x) v I.

loc

Priklad. f,(z) = Potom f,(xz) & 0 v (0,00), avSak f,(z) = 0 v

(0, 00).

Poznamky. Zjevné plati: stejnomérna konvergence se prenasi na mensi mno-
zinu, tj. fo(z) =2 fx)vI, JCI = fu.(x) = f(z) v J.

Déle: stejnomérné konvergence = lokalné stejnomérnd konvergence =—-
bodova konvergence. (Zadnou implikaci nelze obréatit.)

nx
1+n2x2"

Véta 13.1.° Necht f,(z) € C(I), necht fo(z) = f(x) v I. Potom f(z) €
().

Poznamka. Pfipomerime, Ze posloupnost {a,} konverguje (tj. Ja € R tak,
ze a, — a), pravé kdyz plati Bolzano-Cauchyho podminka konvegence:

(Ve > 0) (3no € N) (Vm,n > ng) [|by — bn| <e]. (BC)

Definice. Rekneme, Ze funkce f,, () splituji v I Bolzano-Cauchyho podminku
stejnomérné konvergence, jestlize

(Ve > 0) (3no € N) (Vz € I) (Vm,n > no) [|fin(z) — fu(z)| <e]. (BC—st)
Véta 13.3. Necht f,(z) jsou definovany v I. Potom je ekvivalentni:
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(1) existuje funkce f(x) takova, ze f,(x) = f(x) v I
(2) fu(z) spliuji v I Bolzano-Cauchyho podminku stejnomérné konvergence

Dusledek. C([a,b]) je Gplny metricky prostor.

Poznamka. Jsou-li f,(x): (0,00) — R, pak obecné

Jim (fim £(x)) # Jim (Jfim £(x))
Priklad. Necht f,(x) = arctg(z/n); potom lim,, . (lim, .. fu(z)) = 7/2,
zatimeo lim, . (lim,, . fn(z)) = 0.
Véta 13.4. [Moore-Osgood.] Necht f,(x), f(z) jsou definovany v P(zo,0)
(29, 0 > 0 pevné.)
Necht

L fu(2) =5 £(@) v Plro,6);

2. pro Vn pevné existuje koneéna lim, .., f,(z) — znacme ji ¢,.
Potom

1. existuje konec¢na lim,, .. ¢, — znacme ji ¢;

2. plati lim, ., f(z) = c.

Poznamka. Zavér 2 vlastné fika

lim (hm fn(a:)> = lim <lim fn(a:)) .

T—To \N—00 n—oo \ T—xo

Mize byt zo = +00, a plati jednostranné verze (tj. pro * — xy=%, pracuji na

Pi(xo,9).)
Poznamka. Dalsi nevyhodou bodové konvergence je, Ze obecné
folz) = f(z) # f(x) = f(2),

dokonce ani

fulx) = f(x) # fo(z) — f(2).

Piiklad. Poloz f,(z) = narctg nx; potom f,(z) = 0 v R, le¢ f/(0) =1 pro
Vn, tj. f1(x) 4 0.

Véta 13.5. [Derivace ¢len po ¢lenu.] Necht f,(z) jsou diferencovatelné v
otevieném intervalu /. Necht existuji f(z), g(z) takové, ze f,(z) — f(z),

fi(@) = g() v T
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Potom f(x) je diferencovatelna a f'(z) = g(x) v I.
Poznamka. Véta v podstaté riké, Ze

(1 fu()) = tim fi ().

n—oo

loc
Véta 13.5’.[ Integrace ¢len po ¢lenu.] Nechf w,(z) =2 wu(x) v I, necht
[ un(z)dx = U, (x) v I, anecht U,(z) — U(x) v I.
Potom [u(z)dz =U(z) v I.

Poznamka. Zavér véty zapsany jinak:
/ lim u,(z)dr = lim [ u,(x)dzx.
Definice. Necht fi(z): I — C jsou dany. Ozna¢me

sn(z) =Y fulx).

k=1

Rekneme, ze fada

konverguje stejnomérné v I, jestlize existuje funkce s(x) : I — C takova, ze
sp(r) = s(x) v 1.
Rekneme, Ze fada konverguje lokalné stejnomérné v I, jestlize existuje s(z)

loc
takova, ze s,(x) = s(x) v I.

Véta 13.6. [Nutnd podminka stejnomérné konvergence tady.|
Necht >, fi(z) konverguje stejnomérné v I. Potom f,(z) =0 v I.

Definice. Rekneme, Ze funkce f,(x) splituji v I Bolzano-Cauchyho podminku
(BC-st-r) stejnomérné konvergence, jestlize

(‘v’e > 0) (Hno € N) (‘v’x € I) (Vn > no) (‘v’p € N) H nZer fk(:zc)} < 5] .

Véta 13.7. Necht fi(x) : I — C jsou dany. Potom je ekvivalentni:
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(1) >°22, fu(x) konverguje stejnomérné v [
(2) fr(x) spliji v I (BC-st-r)

Definice. Rekneme, 7e fada > rey fu(z) konverguje absolutné stejnomérné
v I, jestlize fada .-, | fi(x)| konverguje stejnomérné v 1.

Véta 13.8. Necht fada Y -, fi(z) konverguje absolutné stejnomérné v I.
Potom konverguje stejnomérné v I.

Véta 13.9. [Weierstrass.| Jsou dény fi(z) : I — C. Nechf existuji ¢isla ay
(nezavislad na z) takova, ze

1. |fx(z)] < ag proVz € I, Vk € N;

2. > 77, a;, konverguje.

Potom >~ fx(x) konverguje absolutné stejnomérné v I.

Priklad. E,;“;l sin (%) konverguje lokalné absolutné stejnomérné v R. Ne-
konverguje stejnomérné v R.

Poznamka. Uzite¢né odhady: |siny| < |y|, |arctgy| < |y| pro Yy € R;
0<In(l+4y)<yproVy>0.

Véta 13.10. [Stejnomérna verze Leibnizova kritéria.] Necht gi(x) = 0 v I,
necht pro Va € I pevné je posloupnost { gk(:p)}]il monotdnni.

Potom ;7 (—1)*gi(z) konverguje stejnomérné v .

Priklad. ch;l(—l)k—lﬁﬁﬁ konverguje stejnomérné v [9,+00) pro Vo > 0
pevné. Nekonverguje stejnomérné v [0, +00).

Definice. Rekneme, Ze f,() jsou stejnomérné omezené v I, jestlize

(3M > 0) (Va € I)(Vn € N)[|fu(z)] < M].
Rekneme, 7e fada Y ;- | fr(z) ma v I stejnomérné omezené ¢astecné soudty,
jestlize

(30 > 0) (v € 1) (vn € N)[| 3 ila)| < M].

Véta 13.11. [Stejnomérnd verze Dirichletova kritéria.] Necht >~7, fr(x) mé
v I stejnomérné omezené ¢astecné soucty, necht gi(x) = 0 v I, a necht pro
Vx € I pevné je posloupnost { gk(:c)}zozl monoténni.
Potom 3.7, fx(x)gr(x) konverguje stejnomérné v I.
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Poznamka. Z Lemmatu 10.4 plyne pro Vx # 2k

<

=] Sln(x/ )|’

Priklad. > ;7 | S22 konverguje stejnomérné v [6,2m — &) pro § > 0 pevné.
Nekonverguje stejnomérné v [0, d].

Poznamka. Necht existuje ng (nezavislé na x) takové, ze frp(z) = gr(z) pro
Vo € I, Vk > ng. Potom ), | fi(z) konverguje stejnomérné v I, pravé kdyz
> re 1 gr(z) konverguje stejnomérné v I.

Vé&ta 13.12. [Stejnomérnd verze Abelova kritéria.] Necht Y. | fi(z) konver-
guje stejnomérné v 1. Necht g (z) jsou stejnomérné omezené v I, a necht pro
Vz € I pevné je posloupnost {gx(z)}7, monoténni. Potom > "7, fu(x)gk(x)
konverguje stejnomérné v I.

Véta 13.13. Necht fi(z) € C(I), necht > 77| fi(x) konverguje stejnomérné
v I. Ozna¢me s(z) jeji soucet. Potom s(z) € C(I).

vvvvv

S (-1 ’“x —In(l+2), Vee(-11).

k=1

Podle Véty 13.12 fada vlevo konverguje stejnomérné v [0, 1]; podle Véty 13.13
je jeji soucet s(x) spojity v [0, 1], specidlné je spojity v bodé 1 zleva.
Tedy

i (—1]3 =s(1) = mlir{lf s(z) = lim In(1+2x)=1In2.

r—1—
k=1

Tteti rovnost diky tomu, Ze s(z) = In(1 + z) na P_(1); ¢tvrta ze spojitosti
fce In.

Véta 13.14. Necht fi(z) € C(I), kde I = [a,b] je omezeny, uzavieny inter-
val. Necht )% | fi(z) konverguje stejnomérné v I. Potom

/aka Pyde =3 /fk

k=1
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Véta 13.15. Necht fi(z) jsou diferencovatelné v I (otevieny interval). Necht
pro Vo € I pevné > 7 fi(z) konverguje, necht > ., fi(x) konverguje lo-
kilné stejnomérné v I. Potom soucet fady > .-, fx(x) je diferencovatelna

funkce a plati
(Z fk(:c>> => file), Vrel.
k=1 k=1

14. MIiRA A INTEGRAL.

Znaceni. Jsou-li A;, j € N mnoziny, definuji

U4 ={z: i eNze 4} (20)
j=1

Aj:{l‘Z\V/jENI‘GAj} (21)
j=1

- tzv. spoCetné sjednoceni/prunik. ”Spocetny” je zkratka za ”indexovany
pfirozenymi ¢isly”. (Viz kapitola X. minulého semestru.) Termin spocetny se
také zkracuje feckym o.

Definice. Necht X je libovolnd mnozina. Pfedpis yu, ktery mnoziné A C X
prifazuje ¢islo pA € [0, 0], se nazyva mira v X, jestlize

(M1) ud =0

(M2) A; C X, j € N disjunktni =

Il (UAJ> =D nd;.
j=1 j=1

Poznamka. Axiom (M2) specidlné implikuje, Ze jsou-li A, B disjunktni, je
w(A+ B) = pA+ uB, neboli mira je aditivni, v plné obecnosti (M2) fika, Ze
mira je o-aditivni.

Priklady. ) pocitaci mira v N: je-li A C N kone¢né, poloz mA = pocet
prvki A; je-li nekonecna, poloz mA = oco.

@ Diracova mira v R: je-li A C R, poloz o(A) = 1, pokud 0 € A, v opa¢ném
ptipadé do(A) = 0.

@ intuitivni pojem plochy, objemu m4 vlastnosti miry v R?, R3.
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Véta 14.1. [Zakladni vlastnosti miry.] Necht p je mira. Potom
1.ACB = pA<uB
Q.AjCAj_H,jGN =

14 (U Aj> = lim pA,
j=1

3. Aj, j € Nlibovolné —
p (U Aj) <D nd
j=1 j=1

Poznamka. Cil Lebesgueovy teorie: zavést miru, kterd mnoziné A C R"™ pfi-
fazuje Cislo, vyjadiujici jeji n-dimenzionalni objem. (1-dimenzionalni objem
= délka, 2-dimenzionalni objem = plocha).

Dalsi rozumné vlastnosti: mira se neméni posunutim, otocenim; u znamych
téles da to, co ¢ekdme (objem koule, krychle.)

Nasledujici pozoruhodné tvrzeni ukazuje, Ze to neni tak jednoduché.

Banach-Tarského paradox. Necht B je koule o poloméru 1, necht B je
koule o poloméru 2.

Existuji mnoziny Fj, j = 1,..., N (vzijemné disjunktni) a mnoziny Gj,
j=1,...,N (vzadjemné disjunktni) takové, ze
N N
B=|JF, B=[]JG;.
j=1 j=1

Navic, G vznikne z F}; posunutim a otocenim.
Definice. Interval v R": pro n = 1 vime, pro n > 2 je to kvadr, tj. kartézsky
soucin
I:]1><IQ><---><In
={(z1,...,2,) ER": x; €1, j=1,...,n}

kde I; CR, j =1,...,n jsou intervaly v R.
Definujeme n-dimenzionalni objem intervalu |/| jako jeho délku (pokud n =
1), pro n > 2 jako soucin délek stran, pfi¢emz plati specialni timluva

0-0c0=0.
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Priklady. Piedchozi definice specidlné zahrnuje: jednobodova mnozina je in-
terval (kartézsky soucin jednobodovych intervali), jeji n-dimenziondlni ob-
jem je 0 (pro Vn).

Podprostor nizsi dimenze je téz interval s nulovym objemem, napft.

J={{z,y): x€R, y=0}

je interval v R? (J = R x [0,0]), jeho dvoudimenzionalni objem je co-0 = 0.

* Véta 14.2. [Lebesgueova mira v R™.| Existuje M,, systém podmnozin R™
a funkce A, : M,, — [0, 00| s nésledujicimi vlastnostmi:

(A1) ) e M,,, R e M,,

(A2) Ae M, = R"\AeM,

(A3) A e My, jeN = U2 A;, N2 A € M,

Dale: \,, ma na M,, vlastnosti miry, tj.

(M1) \,0 =0

(M2) A; € M,, (j € N) disjunktni =

A ([‘jAj) S,
j=1 j=1

Terminologie: A, se nazyva Lebesgueova mira v R", neboli Lebesgueova n-
dimenzionalni mira. Systém M, jsou tzv. Lebesgueovsky meéritelné, neboli
Ap-meéfitelné mnoziny v R”.

Dale plati:

(R1) I C R” je interval = I € M,, a A\, 1 = |I|

(R2) A € M,,, B vznikne z A posunutim, otofenim nebo symetrii —-
BeM,a\NB=MA

(R3) G C R" je oteviena, ' C R" je uzaviend — G, F' e M,,

Poznamka. Existuji mnoziny v R", které nepatii do M,,. Jsou to tzv. ne-
meéfitelné mnoziny; snaha prifadit jim miru by vedla ke sporu. Prikladem
neméfitelnych mnozin jsou G, F; v Banach-Tarského paradoxu.

Systém M, je nicméné pro praktické tucely dostateény. Béznymi mnozino-
vymi operacemi neméfitelné mnoziny nevznikaji.

Poznamka. Dtlezity pojem: mnozina miry nula neboli nulovd mnozina je
takova méritelna A C R", ze \,A = 0.

Piiklady: jednobodova mnozina, podmoZina nizsi dimenze (ptimka v R?, ro-
vina v R3).
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Spocetna mnozina ma miru 0, spocetné sjednoceni spocetnych mnozin ma
miru 0.

Definice. Nechf M C R" je méfitelnd mnozina. Rekneme, ze vyrok V(z)
plati skoro vsude v M, jestlize existuje N C M nulové miry tak, ze V(x)
plati pro Vx € M \ N.

Zkratka: s.v.

Priklady. D sinz # 0 s.v. R.
@) skoro kazdé redlné ¢islo je iracionalni.

Definice. Necht M C R" je méfitelnd. Funkce f(z) : M — [—o0, 0] se
nazve meritelna, jestlize pro Va € R je mnozina

{reM: f(z)>a}
meétitelna.
Lemma 14.1. Necht M C R" je méfitelnd mnozina, f(z): M — [—o0, 00].
Potom je ekvivalentni:

(1) f(x) je méfitelna
(2) pro kazdy interval I C R je mnozina

{zreM: f(z)el}
meéritelné.
Definice. Charakteristicka funkce mnoziny M C R" je definovana jako

(z) 1, reM
) =
X 0, zeR"\M

Necht M C R" je méfitelnd mnozina. Funkce s(x) : M — R se nazve jedno-
ducha, jestlize

(@) = " o (). (22)

kde a; € R a M; C M jsou méfitelné mnoziny.

Poznamky.
e jednoducha funkce je méritelna.
e jednoduchou funkci 1ze zapsat vice zptisoby, napf.

2X(0,1) T X[1.2) = X(0,1) + X(0,2) ;
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vzdy existuje zapis, pii kterém M, jsou vzajemné disjunktni.

Lemma 14.2. Necht M C R" je méfitelnd mnozZina, necht f(z) : M —
[0, 00]. Potom je ekvivalentni:

(1) f(x) je méfitelna;

(2) existuji s,(z) jednoduché funkce takové, ze 0 < s,(x) / f(x) pro Vx €
M.

Vysvétleni znaceni. Symbol a,, /' a znaéi: lim a, — a, pficemz {a,} je

n—0o0

neklesajici posloupnost.

Definice. [Lebesguetiv integral nezaporné funkce.] Necht M C R™ je méfi-
telnd mnozina.
1. je-li s(x) : M jednoducha funkce, vyjadiena v (22), definujeme

/M s(x)dx = g;aj)\n(]\/[j) .

2. je-li f(x) nezaporna, méfitelnd, definujeme

/M f(z)dz

{/Ms(x) dz : s(z) jednoduchd, 0 < s(z) < f(z) proVz € M }.

jako supremum mnoziny

Poznamky.

e definice je korektni: integral jednoduché funkce nezavisi na tom, jak je
vyjadiena. Druhé ¢ast definice dava pro jednoduchou funkci stejny vysledek
jako prvni.

e piimo z definice vidime: je-li 0 < g(z) < f(z) pro Vx € M, je

W [ swydr<w) [ s,
M M
nebot vpravo je supremum vétsi mnoziny.

e tento integral se nazyva Lebesgueiv n-rozmérny integral, nebo integral
dle n-rozmérné Lebesgueovy miry. Chceme-li zdtiraznit, ze jde o Lebesguetv
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integral (na rozdil od Newtonova, nebo Riemannova), piseme (L) [,, f(x) dz.
Neni-li feceno jinak, mame na mysli vzdy Lebesguetiv integral.
Jiné zapisy Lebesgueova integralu:

| 1an., [ s i),

chceme-li zdtiraznit miru, podle niZ se integruje, nebo miru i proménnou.

Ve specialnim ptipadé funkce jedné proménné, tj. integrace v R, pouzivame
/s « . b .

téZ znaceni [ f(x)dr, s vjznamem f(a,b) f(z) dAi(z).

Véta 14.3. [Leviho véta.] Necht M C R™ je méfitelnd mnozina. Necht f,(x),
f(z) jsou méfitelné funkce, a 0 < f,,(z) / f(x) pro Vo € M. Potom

n—oo

lim an(a:)d:c:/Mf(x)dx.

Lemma 14.3. Nechf f(x), g(z) jsou nezaporné, métitelné v M. Potom

/Mf(x)Jrg(x)dx:/Mf(x)dx+/Mg(x)dm.

Definice. Definujeme kladnou resp. zapornou ¢ast funkce f(x) jako

f(x) = max{f(z),0},

/™ (&) = max{—f(x), 0} .
Pozorujeme: 0 < f*, f~ < |fl, f = f*— f~, |f| = /" +
Pokud f(z) je méfitelnd, jsou f*(x), f~(x) méfitelné.

Definice. Je-li f(z): M — [—00, o] méfitelnd funkce, definujeme jeji Lebe-
sgueuv integral pres M jako

| @i~ [ pr@a- [ e,

ma-li vyraz vpravo smysl.

Poznamky.
e Vyraz vpravo nemd smysl (a tedy integral neexistuje), pravé kdyz [ ul=

Jy [~ =oc.
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e mnozinu funkci, pro néz integral existuje (konecny, nebo nekonecny), zna-
¢ime L*(M).

e mnozinu funkci, pro néz integral existuje a je koneény, znacime L(M).
Zjevné L(M) C L*(M).

Dilezita poznamka. Jestlize f(x) = g(x) skoro vSude v M, pak

/Mf(x)dx:/Mg(x)dx

(ma-li jedna strana smysl, ma ho i druha a rovnaji se.)

Doplnéni definice. Necht f(z) je definovana skoro vSude v M (tj. v M\ N,
kde mira N je nula). Potom integral funkce f(x) definuji jako

[ 1@wdr= [ fayas.

kde f(z) je f(z), dodefinovand v N libovolné!' (napi. nulou).

Véta 14.4. [Vlastnosti L(M).]
(1) f(z) € L(M) = f(z) je kone¢na skoro vsude v M
(2) F(2), 9(x) € LM) = af (), f(x) + g(x) € L(M) a plati

/Maf(:v)dx:oz/Mf(:p)dx
| @+gin= [ @+ [ g

(3) f(x) e L(M) = |f(z)| € L(M) a plati

'/Mf(:c)dfc < [ i@l

(4) f(x) méfitelnd, |f(x)] < g(x) skoro viude v M, kde ¢g(z) € L(M) =
f(x) € L(M)

Poznamka. Zaména limity a integralu, neboli rovnost

lim an(x) dq::/M lim f,(x)dx (%)

n—0o0 n—oo

INeovlivni vysledek diky predchozi poznamce.
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obecné neplati. Ptiklad: f,(z)(z) = nx(o,1/m) (). Potom [, f, = 1, pfitom
fn(x) — 0 v R, tedy vlevo je 1, vpravo 0.

Rovnost (*) plati, pokud

e navic f,(z) = f(x) v M, a M je omezend mnozina (viz véta 13.2.) To jsou
pro praktické ucely prilis silné predpoklady.

e navic 0 < f,(z) / f(x) skoro v8ude v M — to je Leviho véta.

e tieti pfipad je nésledujici véta.

Véta 14.5. [Lebesgueova véta.] Necht funkce f,(z), f(x) jsou méfitelné v
M, f.(z) — f(z) pro skoro vSechna x € M. Necht existuje g(z) € L(M)
tak, ze | fn(z)| < g(z) skoro vSude v M. Potom

lim [ f.(z) dx:/ lim f,(z)dz.
M M

n—oo n—oo

Opakovani. Newtonav integral funkce f(z) : (a,b) — R definujeme jako

b
(N)/ f(z)dx = lirgl F(z) — lim+F(x),
kde F'(x) je primitivni funkce k f(x), tj. F'(x) = f(x) pro Vx € (a,b).
Vztah mezi Newtonovym integralem a jednorozmérnym Lebesgueovym inte-
gralem osvétluje nasledujici véta.

Véta 14.6. [Vypocet Lebesgueova integrdlu v R.] Necht f(z) : I — R je
spojita, kde I = (a,b) C R je interval. Necht je splnén jeden z predpokladii:
1. f(z) > 0 (resp. f(z) <0) v8ude v

2. [7|f(x)] dx < oo

Potom

/bfd)q: lim F(z) — lim F(x),

r—b— r—a+
kde F'(x) je primitivni funkce k f(x).

Poznamky.

e véta v podstaté tvrdi rovnost Lebesgueova a Newtonova integralu (za da-
nych predpokladii)

e predpoklad 1 nebo 2 je podstatny; lze najit spojitou funkci, jejiz Lebesgue-
uv integral neexistuje, avsak prirustek primitivni funkce ma smysl (dokonce
je konecny).

e predpoklad 2 se miize ovéfovat pomoci bodu 1 (nebot |f| > 0)
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Véta 14.7. [Leviho véta pro fady.| Necht fi(z) jsou nezdporné, méfitelné v

M. Potom - -
/ ka(x) dx = Z/ fr(x)dz.
M p—q k=1“M

Priklad.

Vé&ta 14.8. [Lebesgueova véta pro fady.] Necht > 77 fi(z) konverguje pro
s.v. x € M, necht existuje g(x) takova, ze | Y ,_, fe(x)| < g(z) pro ¥n, s.v.
x € M, pfidemz [,, g(x)dx < co. Potom

Priklad.

Poznamka. Na omezeném intervalu mi jako integrovatelna majoranta muze
poslouzit konstantni funkce. To se ¢asto pouziva, ziskavame tim tuto variantu
Lebesgueovy véty: necht f,(x) — f(z), necht |f,(x)] < C pros.v. x € I, kde
I je omezeny interval. Potom [, f, — [} f.

Poznamka. Nézorny vyznam Lebesgueova integralu: je-li f(x) nezédporna v
M C R", je jeji integral (dle n-rozmérné miry) roven (n+1)-rozmérné mire
mnoziny pod grafem, tj.

/ fd)\n = )\nJrl ({<I1, st 7.',Un+1> S Rn+1; 0< f(xla s 7xn) < xn+1}) :
M

Srovnej se situaci pro n = 1 - integral funkce jedné proménné se rovna plocha
(tj. dvojrozmérna mira) mnoziny pod grafem.

Poznamka. Jesté ke znaceni: je-li f: M — R, kde M C R", tak Lebesgue-
Gv integral znacime [, f d\,, nebo [, f(x)dz, nebo [, f(z)d\,(x). Zavisi
na tom, zda chceme zdtraznit miru, nebo proménnou, nebo oboji. Pokud
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chceme Vyznaéit jednotlivé slozky proménné, piSeme || v J (@, y) dzdy, nebo
[ f(@,y, 2) dedydz.

Vyznam symbolu je ale vzdy tentyz. Nékdy se také pise [[, [[[ misto [,
aby se zduraznilo, Ze jde o dvourozmérny (t¥irozmérny) integral.

Znaceni. Pro M C R™™ znaéime proménnou (z,y), r € R" y € R™.
Definujeme projekci M do R”

II,M ={x € R"; Jy e R™, (z,y) € M}
a pro x € II,, pevné definujeme fez mnozinou M vzhledem k y
M*={y eR™ (z,y) € M}.

Jestlize f = f(x,y), tak f(x,-) znadi funkci proménné y, které vznikne fixo-
vanim x.

Véta 14.9. [Fubiniho véta.] (S pouzitim piedchoziho znacdeni.) Necht M C
R™™ necht f(z,y) € L*(M). Potom pro skoro v8echna = € II,, je M* C R™
méfitelna mnoiina a f(x, ) € L*(M™).

Oznaéime-li g(x) = [,,. f(z,-)dAn, je g(z) € L*(I1,) a plati

/ fd)\n+m:/gd)\n
M

neboli (v nézornéjsim znaceni)

[ twadsay= [ ([ fesiy) ar

Priklad. M = {(z,y) € R 2? +y* < 1}, f(z,y) = |z|. Potom IL,M =
(—1,1), M® = (=1 — 22, \/1—£L‘2) tedy

1 1—a2 4
/ |z| dedy = / / lz|dy | doe = .
M —1 —/1—22 3

Poznamky. Mechanické pouziti Fubiniho véty v pfipadé, ze f ¢ L*(M), tj.
puvodni vicenasobny integral neexistuje, vede k nesmyslnym vysledktm:
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M = (0,00) x (0, 00) C RZ,

1, O<y<axz+1

flz)=49-1, y<z<y+1
0 jinde
Potom [, f(z,y) dedy neexistuje (integral kladné i zaporné ¢asti je o),
avsak - - .
[ iy e =3,
0 0
zatimco

/Om{/omf@,y)d:c} dy=3.

o predpoklad f € L*(M) je ur¢ité splnén, pokud f > 0, nebo pokud [, |f| <
oo (druhy pfedpoklad mize ovéfit pomoci Fubiniho véty, nebot |f| > 0).

e specialné, vypocet objemu pomoci Fubiniho véty:

Ao (M) :/Mld)\n+m:/n {/ zldkm} dAn:/nAm(Mf)dAn

Priklad. Pouziti Fubiniho véty k vypoctu puvodné jednorozmérného inte-

gralu:
1. b ,.a
I:/ T e
o Inz

Integrovana funkce je prirustek, tj. integral derivace

b _ ,a y qy=b b
Ay :/ ¥ dy .
Inz Inz], a

=a

Dvojim uzitim Fubiniho véty (M = (0,1) x (a, b))

1 b b 1 b 1
[:/ </ :cydy)d:c:/ :Uydxdy:/ </ a:yd:c) dy =1In i )
0 \Ja M a \Jo a+1

Opakovani. Véta o substituci pro Newtontuv integral:

b B
/ f() d = / F(o(@)) - |/ (@) da
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kde () : (o, 8) — (a,b) je vzdjemné jednoznacnd, a ¢'(x) # 0.
Definice. Pro p(y) : R” — R" definujeme Jakobidn

9p1(y) 91 (y)
TR
Jop(y) = det Vo(y) = : :
don(y) Opn(y)
o PO o

Definice. Necht 2, M C R" jsou oteviené mnoziny. Zobrazeni p(y) : @ — M
se nazve difeomorfismus, jestlize:

1. o(y) je vzéajemné jednoznaé¢né,

2. p(y) je C* (tj. parcialni derivace jsou spojité),

3. Jo(y) # 0 pro Vy € Q.

* Véta 14.10. [Véta o substituci.] Necht 2, M C R™ jsou oteviené mnoziny,
o(y) : @ — M je difeomorfismus a f(z): M — R U {£oo}. Potom

/M f () de = / Fo) Toly) dy.

neboli

| 1= [ (oo,

(M&-1i jedna strana smysl, mé ho i druha a rovnaji se.)

Poznamka. Vyznam véty o substituci pro vicerozmérné integraly je ¢asto
v tom, Ze ziskdm piijemnéjsi (z hlediska Fubiniho véty) tvar mnoZiny, pfes
kterou integruji.

Priklad. Plocha mnoziny M, ohrani¢ené pfimkami: x +y = 1, x +y = 2,
y = 3z, y = 4x. Substituce: u = x + y, v = y/x, neboli toto je zobrazeni
el M — Q kde Q = (1,2) x (3,4).

0:Q— Mmétvar z =u/(1+v), y = uv/(1+v), jakobidn Jp = u/(1+v)%
Tedy

)\Q(M):/Mld:vdyzfﬂﬁdudv:/j(/34ﬁdv) du:%.

Polarni soufadnice. Substituce © = rcosu, y = rsinu, tj. ¢ : (r,u) —
(z, 1) je difeomorfismus z 2 = (0, 00) x (0, 27) do R2\ N, kde N = {(z,y); © >
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0, y = 0}. (To, Ze obrazem neni celé R?, nevadi, nebot chybé&jici mnoZina N
mé dvourozmérnou miru 0.) Jakobian je 7.

Sférické souradnice. Substituce x = rcosucosv, y = rsinucosv, z =
rsinv. Zobrazeni ¢ : (r,u,v) — (z,y,z) je difeomorfismus z Q0 = (0, 00) X
(0,27) x (—7/2,7/2) do R*\ N, kde N je polorovina y = 0, x > 0, tj. opét
mnoZina miry nula. Jakobidn je 72 coswv.

Nézorné: u...zemépisna délka, v...zemépisna sitka (pdly lezi na ose z.)
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