
3. TERMÍN – 29.1.2013

Použ́ıváte-li nějakou složitěǰśı větu (l’Hospitalovo pravidlo, věta o limitě složené funkce),
neńı třeba formulovat zněńı, stručně však ověřte jej́ı předpoklady.

Definitivńı výsledek a d̊uležité mezivýsledky u každého př́ıkladu zvýrazněte.

Veškeré úvahy řádně od̊uvodněte. Odevzdávejte prośım všechny použité výpočty.

1. [8b] Je dána posloupnost funkćı

fn(x) = x ln

(

n+ xn

2n + xn

)

(i) vypoč́ıtejte bodovou limitu f(x) pro každé x ≥ 0 pevné
Nechť 0 < δ ≤ 1 < K +∞. Rozhodněte (a podrobně zd̊uvodněte), zda fn(x) ⇉ f(x)
(ii) na intervalu [0, δ]
(iii) na intervalu [δ,K]

2. [7b] Nalezněte všechny extremály úlohy

Φ[y] =

∫

e

1
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2
(y′)2 +

2yy′

x
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y2
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]

dx,

y(1) = 1, y(e) = 2.

Vyšetřete, zda se jedná o (lokálńı) extrémy.

3. [8b] Je dán integrál

I(a) =

∫

∞

0

exp(−ax) cosh x dx, a > 0.

(i) Pomoćı Taylorova rozvoje pro cosh x rozveďte integrál do řady. Ověřte podrobně
předpoklady záměny sumy a integrálu. Nápomoc:

∫

∞

0
xm exp(−x)dx = m!

(ii) Řadu z předchoźıho bodu sečtěte. Integrál vypočtěte př́ımo a výsledky porovnejte.

4. [9b] Nechť O ⊂ R
3 je zadána podmı́nkami (pro pevné a > 0)

(x2 + y2)2 < 8a2xy

0 < x, 0 < y

0 < z < 1

(i) Ukažte, že P = ∂O je zobecněná plocha; tj. nalezněte př́ıpustný rozklad a př́ıslušné
parametrizace (hodnost gradientu neńı nutno ověřovat); načrtněte
(ii) Uvažujte integrál

∫

P
FFF · dSdSdS, kde FFF = (x− y, 2y+ x, x+ y − 2z) a P je orientována

normálou, směřuj́ıćı ven z O. Modifikujte FFF tak, aby integrál z̊ustal stejný (podrobně
zd̊uvodněte), avšak snáze se poč́ıtal; integrál vypočtěte.



1. příklad [8b]

[3] ... bodová limita 
[3] ... stejnoměrnost na [0,1]
[2] ... nestejnoměrnost na [1,K]

______________________________________________________________________

2. příklad [7b]

[2] ... sestavení E.L. rovnice
[1.5] ... obecné řešení
[0.5] ... okrajové podmínky −> extremála

[2] ... Jacobiho rovnice & její obecné řešení
[1] ... neex. konj. bod −> závěr: lok. minimum

______________________________________________________________________

3. příklad [8b]

[3.5] ... rozvoj do řady, integrace člen po členu
[2] ... předpoklady Leviho věty

[2.5] ... integrace včetně správného ošetření ,,nekonečen‘‘

______________________________________________________________________

4. příklad [9b]

[1] ... obrázek
[3] ... rozklady a jejich parametrizace
[2] ... zjednodušení F se správným odůvodněním
[3] ... výpočet (−0.5 za každou menší numerickou chybu)
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